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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Problemas planteados

En el campo del muestreo en poblaciones finitas son numerosas las aporta-
ciones que pueden hacerse a los métodos de estimacion con informacién auxi-
liar de pardmetros lineales y no lineales. Por ejemplo, en los tltimos anos han
surgido nuevas metodologias para obtener estimadores mas precisos usando
informacion auxiliar. Estas nuevas metodologias son los estimadores de cali-
bracién (Deville y Sdrndal, 1992) y el método de verosimilitud empirica (Chen
y Sitter, 1999). De estas metodologias, el método de verosimilitud empirica
tiene un buen comportamiento asintético y empirico, pero a causa de su re-
ciente aparicion, existen bastantes situaciones donde no ha sido analizado. En
este trabajo se plantean diversos escenarios (presencia de datos faltantes, es-
timacion de la funcion de distribucién bajo un enfoque basado en el diseno
muestral, etc) donde este método no habia sido examinado, se estudian sus
propiedades més importantes y se comprueba su eficiencia desde el punto de
vista tedrico y empirico.

Por otro lado, los métodos clasicos estudiados en muestreo de poblaciones
finitas se han centrado en la estimacién de parametros lineales como la media
o el total. En las ultimas décadas se ha estado tratando el problema de la
estimacion de la funcion de distribucion por diversos autores, pero este no es
el caso de la estimacién de los cuantiles, los cuales no han sido definidos ni
analizados en algunas situaciones, como por ejemplo en los disenos muestrales
mas complejos, etc. De este modo, en este trabajo se pretende plantear y estu-
diar la estimacion de los cuantiles en aquellas situaciones que aunque son mas



complejas no son las menos utilizadas, puesto que son los disenios muestrales
empleados por la mayoria de los organismos y agencias estadisticas, investiga-
ciones sociales y econémicas, etc. Ademas, los cuantiles son muy utilizados en
estos organismos por la informacién que recogen y para obtener medidas de
gran importancia para el interés de una nacién, como por ejemplo la estimacién
de las lineas de pobreza, proporcién de bajos ingresos, etc.

Existen determinados problemas para algunos de los estimadores de cuan-
tiles que han sido propuestos en la literatura del muestreo. En primer lu-
gar, varios de los estimadores de la funcién de distribucién no cumplen las
propiedades de una verdadera funcién de distribucién, mientras que existen
otros estimadores que dependen estrictamente de un modelo de superpoblacién.
En algunas ocasiones, puede ocurrir que no exista ningiin modelo que se ajuste
suficientemente bien a la poblacién en estudio, por lo que una perspectiva basa-
da en el diseno muestral resultaria mas apropiada.

En resumen, los objetivos que se persiguen en este trabajo son: (i) analizar
el método de verosimilitud empirica en campos no tratados (estimacion de la
funcién de distribucién desde una perspectiva basada en el diseio muestral
y usando una aproximaciéon modelo-asistida, en presencia de datos faltantes,
estimacién de cuantiles, etc), (ii) estudiar el comportamiento de los cuantiles
en disenos mas complejos (muestreo en dos ocasiones con probabilidades de-
siguales o con multiples variables auxiliares, muestreo bifésico, etc).

1.2. Antecedentes

El método de verosimilitud empirica para la estimacion de parametros se
propone en Chen y Qin (1993) bajo muestreo aleatorio simple, mientras que
Zhong y Rao (1996) lo aplican bajo muestreo estratificado aleatorio, pero es en
1999 cuando Chen y Sitter lo definen para cualquier disefio muestral y obtienen
las propiedades més importantes. A raiz de este trabajo el método se generaliza
y son numerosos los autores que investigan en esta linea de investigacién. De
este modo, Wu y Sitter (2001a) usan esta metodologia asumiendo modelos de
superpoblacién y usando una nueva aproximacion llamada modelo-calibrada.
Chen y Wu (2002) obtienen estimadores para la funcién de distribucién y
cuantiles, pero soélo bajo la perspectiva de los modelos de superpoblacion y
usando la aproximacién modelo-calibrada, Wu (2003, 2004b, 2005) trata otros
aspectos de esta metodologia, como propiedades asintdticas, optimalidad de
estimadores, aspectos computacionales para el calculo de los estimadores, etc.



La perdida o falta de informacion es una propiedad comun en las investi-
gaciones por muestreo. Esta perdida de informacién puede ocurrir por varias
razones. Los individuos muestreados pueden negarse a participar en el estudio,
los entrevistadores no puedan contactar con los individuos del estudio, perdida
accidental de informacién, etc. Tratar con datos faltantes en una investigaciéon
por muestreo no es un asunto relativamente sencillo. Existen una gran variedad
de métodos en el caso de existir valores perdidos en los datos muestrales. La
solucién mas simple es eliminar las unidades con falta de respuesta y aplicar
un determinado método de muestreo a las unidades restantes. Este método, el
cual Rubin (1987) llamé andlisis de casos completos, puede producir sesgo en
las estimaciones y varianzas muestrales mas grandes (ver Rubin, 1987 o Little
y Rubin, 1987).

La imputacion es otra técnica que puede usarse en los individuos con falta
de respuesta (Little y Rubin, 1987, Rao y Toutenburg, 1995, Sarndal, 1992),
aunque en algunas ocasiones conduce a inferencias no validas en la etapa de
estimacion. Por ejemplo, la varianza puede resultar seriamente subestimada
cuando la proporcién de valores perdidos no es pequena (Rao y Shao, 1992,
Sérndal, 1990, 1992).

Algunos autores han definido estimadores de tipo razén en presencia de
datos faltantes. Estos estimadores solamente han sido definidos para una clase
limitada de disenos muestrales. Por ejemplo, Tracy y Osahan (1994), Touten-
burg y Srivastava (1998, 1999, 2000) desarrollaron estimadores de tipo razén
para muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento. Rueda y Gonzélez (2004)
plantean estimadores de tipo regresion en la presencia de datos faltantes.

En resumen, el tratamiento de datos faltantes en las encuestas por muestreo
mediante el método de verosimilitud empirica es un campo que no ha sido
investigado.

Como se ha comentado, el problema de la estimacién de la funcién de
distribucion se ha discutido mediante el método de verosimilitud empirica, pero
tan sélo desde la perspectiva modelo-calibrada (véase Wu y Sitter, 2001a). No
se conocen antecedentes de la resolucion de este problema desde un enfoque
modelo-asistido.

La técnica usual en muestreo de poblaciones finitas para estimar cuantiles
es la de obtener un estimador eficiente de la funcién de distribucion e invertir
este estimador para obtener una estimacién del cuantil correspondiente. Sin
ningtn tipo de informacién auxiliar, los estimadores basicos para la estimacion
de la funcién de distribucién son los de tipo Horvitz y Thompson (Horvitz y



Thompson, 1952) y de tipo Hajek (Rao, 1966, Basu, 1971, Sérndal et al.,
1992). Nétese que los estimadores de tipo Héjek son verdaderas funciones de
distribucién y permiten una estimaciéon mas coherente de cuantiles.

Asumiendo informacién auxiliar en la etapa de estimacién, son numerosos
los estimadores propuestos para la funcién de distribucién y/o cuantiles (Gross,
1980, Sedransk y Meyer, 1978, Chambers y Dunstan, 1986, Sedransk y Smith,
1988, Kuk y Mak, 1989, Francisco y Fuller, 1991, Dorfman y Hall, 1993, Mak
y Kuk, 1993 Rao, 1994, etc. ), aunque la mayoria de estos estimadores estén
disenados para esquemas de muestreo mas simples como muestreo aleatorio
simple, muestreo estratificado, etc. Rao et al. (1990) proponen estimadores de
tipo razén y diferencia para la estimacion de la mediana poblacional usando
una aproximacion modelo-asistida basada en el diseno. M&s recientemente,
Rueda et al. (1998) y Rueda y Arcos (2001) proponen intervalos de confianza
para cuantiles basados en estimadores de tipo razon y diferencia para la funcién
de distribucién. En Rueda et al. (2003, 2004) se utilizan estimadores de tipo
diferencia para la estimacion de cuantiles usando cuantiles poblacionales de la
variable auxiliar.

La estimacion de la mediana en muestreo de dos fases o bifasico fue desarro-
llada por Singh et al. (2001), Singh (2003) y Allen et al. (2002). El incon-
veniente de estos trabajos es que han sido desarrollados exclusivamente para
muestreo aleatorio simple y la extensién para un determinado cuantil tampoco
se investiga.

En muestreo de dos ocasiones sucesivas, la teoria desarrollada por Jessen
(1942) y Patterson (1950) permite obtener estimadores de la media en la se-
gunda ocasién combinando un estimador de tipo razén basado en las mues-
tras solapadas y un estimador directo basado en la muestra no solapada de
la ocasion maés reciente. El muestreo en ocasiones sucesivas ha sido también
discutido en Narain (1953), Adhvaryu (1978), Eckler (1955), Gordon (1983),
Arnab y Okafor (1992), Singh y Srivastava (1973), Singh et al. (1992) y Singh
(2003), el cual proporciona una extensa bibliografia de este tema. En todos los
estudios anteriores, el parametro de interés es la media poblacional. En ningin
caso se trata el problema de la estimacion de cuantiles.

Al igual que para el problema de la estimacion de la funciéon de distribu-
cion, la estimacion de cuantiles usando el método de verosimilitud empirica se
ha estudiado inicamente mediante la aproximacion modelo-calibrada. Este en-
foque presenta el inconveniente de proporcionar inferencias no validas cuando
no resulta posible adaptar un modelo de superpoblacion a los datos del estudio.
Bajo estas circunstancias, la aproximacién modelo-asistida ofreceria resultados



mas eficientes. Lamentablemente, en la literatura del muestreo en poblaciones
finitas no se dispone de tal aproximacién bajo el método de verosimilitud
empirica.

Por otro lado, las numerosas medidas de pobreza (tal como lineas de po-
breza, proporcién de bajos ingresos, etc) que se manejan en los organismos
estadisticos de numerosos paises dependen de cuantiles. Los estimadores que
se usan para el calculos de estas medidas estan basados en las técnicas tradi-
cionales, y no se hace un uso efectivo de la informacién auxiliar. El estudio de la
eficiencia de estimadores méas complejos en la determinacion de estas medidas
de pobreza es una labor que tampoco ha sido extensamente analizada.

1.3. Objetivos cientificos y aportes a la teoria
del muestreo

A continuacién se indica como se distribuye el presente texto y se comenta
de forma breve los principales objetivos cientificos y las aportaciones a la teoria
del muestreo en poblaciones finitas.

En la siguiente seccion se describe el marco de trabajo general seguido a
lo largo del texto y se dan algunos conceptos basicos de la teoria del muestreo
en poblacién finitas. El objetivo es familiarizarse con la notacién y conceptos
que van a ser usados en todo el texto.

En la teoria de muestreo en poblaciones finitas el objetivo principal de
cualquier metodologia o de cualquier diseno muestral es el de mejorar las es-
timaciones de los parametros en estudio en el sentido de construir nuevos
estimadores que, para el mismo tamano muestral, tengan menor error de esti-
macién, lo que implica mayor precision en las estimaciones de los parametros,
o equivalentemente, tengan el mismo error que los ya conocidos pero con un
menor tamano muestral, lo que produce una disminucion en el coste real de
la realizacion de la encuesta. Existen dos procedimientos para intentar mejo-
rar las precisiones de las estimaciones. Por un lado, se pueden emplear nuevas
técnicas de estimacion y por otro, usar métodos de muestreo mas complejos
que utilicen mds informacién (muestreo en ocasiones sucesivas, etc), o que la
informacién auxiliar sea méas fiable (muestreo bifésico), etc. La primera de es-
tas técnicas se lleva a cabo en el Capitulo 2, en donde se pone a prueba el
método de verosimilitud empirica como método de estimacién, mientras que
la segunda técnica se aplica en el Capitulo 3 para el problema de la estimaciéon



de cuantiles, campo que no ha sido lo suficientemente tratado (véase la seccion
anterior) en la teoria del muestreo para los disefios muestrales considerados en
dicho capitulo.

Como se ha comentado, el método de verosimilitud empirica se desarrolla
en el Capitulo 2 para distintos escenarios. Esta reciente metodologia obtiene
estimadores tan eficientes (ver Chen y Sitter, 1999, Wu, 2002, Rueda et al.,
2006b, etc.) como los utilizados cldsicamente en muestreo de poblaciones fini-
tas, lo que lo convierte en una alternativa valida a usar en las encuestas por
muestreo, puesto que si el escenario es el apropiado puede ayudar a obtener
estimaciones mas eficientes, reducir costes en las encuestas, etc. En la Seccién
2.2 se recopilan los principales aspectos y resultados del método de verosimili-
tud empirica. Ademads, bajo esta metodologia se plantean varias situaciones de
un interés relevante en la teoria del muestreo, de los que destacan el problema
de los datos faltantes y la estimacion de la funcién de distribucion y cuantiles.

Cuando se realiza un estudio mediante encuestas o cualquier otro proced-
imiento, es usual encontrarse ante la presencia de datos faltantes que vienen
dados por parte del entrevistado o por cualquier otra circunstancia (perdida
casual de informacidn, errores en la etapa de manipulacién de datos, etc). Ante
tal problema, una técnica frecuentemente utilizada es eliminar del estudio a
aquellos individuos que presentan datos faltantes en alguna de sus variables.
El inconveniente principal de esta técnica es el incremento del sesgo en las esti-
maciones. Otra técnica habitualmente utilizada es la imputacion, que presenta
el inconveniente de obtener en algunas ocasiones inferencias no validas como
consecuencia de considerar los valores imputados como si éstos fueran valores
verdaderos.

En la Seccién 2.3 se propone un camino alternativo para el tratamiento
de los datos faltantes que no necesita eliminar del estudio a ningun individuo,
aprovechando toda la informacién que se tiene en la muestra. Este proce-
dimiento se desarrolla bajo el método de verosimilitud empirica. Se estudian
las propiedades tedricas y mediante un estudio de simulacién, se contrasta
la precisién de los estimadores propuestos con otros estimadores conocidos
y también disenados para el tratamiento de datos faltantes. Véase también
Rueda et al. (2006b).

El problema de la estimacién de la funciéon de distribuciéon es un tema
actual y muy importante del muestreo en poblaciones finitas, por tratarse
de una funcién que permite determinar las caracteristicas mas importantes
de la poblacién en estudio, proporcionando informacién relevante acerca del
comportamiento global de la poblaciéon. Sin duda, los estimadores estudiados



clasicamente en la teoria del muestreo, como totales, medias, proporciones
y varianzas, no ofrecen tanta informacién como la funcién de distribucion.
El problema de la estimacion de cuantiles y de otros parametros de tipo no
funcional queda resuelto con el conocimiento de la funcién de distribucién,
puesto que éstos pueden obtenerse mediante inversién directa de la funcion de
distribucién. Ademas, permite obtener medidas importantes como la determi-
naciéon de las lineas de pobreza, proporcién de bajos ingresos, etc. y son muy
utiles en investigaciones de tipo social o econémico. Debido a la importancia
de estos pardametros en algunas investigaciones o estudios, se debe de disponer
de buenos métodos y técnicas para obtener las mejores estimaciones posibles.

Asumiendo una aproximacién modelo-calibrada (véase Apéndice B), Chen
y Wu (2002) propusieron estimadores de la funcién de distribucién usando el
método de verosimilitud empirica. Por otro lado, estos estimadores estan basa-
dos en informacion auxiliar a través de un tnico punto del conjunto de valores
para los que se define la funcién de distribucién, presentando el problema de
obtener estimaciones menos precisas cuando el argumento en el que se evalia
la funcion de distribucion esta bastante alejado del punto considerado para
la variable auxiliar. Por tanto, estos estimadores presentan dos inconvenientes
principalmente: (i) es necesario el conocimiento y el uso de un modelo de su-
perpoblacién para los datos muestrales del estudio y (ii) se hace un uso poco
eficiente de la informacién auxiliar.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica, en la Seccion 2.4 se pro-
pone un estimador modelo-asistido para la funcién de distribucion basado en un
uso efectivo de la informacion auxiliar. Este estimador serd mas eficiente cuan-
to mayor sea la correlacién entre las variables auxiliares y la variable principal.
Ademas, no resulta necesario el conocimiento de un modelo de superpoblacion,
puesto que el estimador propuesto no es dependiente del modelo. El uso efectivo
de la informacion auxiliar se justifica porque el estimador propuesto estd basa-
do en tres puntos perfectamente repartidos en el recorrido de valores en donde
se define la funcién de distribucién, de modo que, independientemente del valor
donde se evaltie la funcién de distribucién, esté valor estara cercano a alguno
de los tres puntos, obteniendo estimaciones mas precisas para la funcion de
distribucién. Esto permitira también mejorar la calidad de la estimacién de los
cuantiles y de aquellos otros pardmetros relacionados con éstos y que suelen
obtenerse en las grandes instituciones estadisticas. Una propiedad deseable de
un estimador de la funcion de distribucion, es que éste sea por si mismo una
verdadera funcién de distribucion. Este es otro punto importante a la hora de
obtener estimadores eficientes para los cuantiles poblacionales. Notamos que
el estimador propuesto también posee esta propiedad.



En el Capitulo 3 se analiza el problema de la estimacién de cuantiles en
distintos esquemas de muestreo frecuentemente usados en la practica, varios
métodos de estimacion y po ultimo, usando el método de verosimilitud empiri-
ca.

La Seccién 3.2 resuelve el problema de la estimacion de cuantiles en muestreo
bifasico cuando las muestras en cada una de las fases son seleccionadas me-
diante cualquier diseno muestral, con probabilidades iguales o desiguales. Se
proponen varios estimadores de tipo directo, razon y exponencial que propor-
cionan estimaciones éptimas para un determinado cuantil. Se analizan impor-
tantes propiedades de estos estimadores tales como la insesgadez, estimacion de
varianzas, etc. Como caso particular, se investiga también el muestreo bifasico
aplicado a la estratificacién, diseno muestral que ofrece importantes ganan-
cias en eficiencia debido a los beneficios que produce el muestreo estratificado.
Todas estas propiedades se ven desde un punto tedrico, aunque el analisis de
los estimadores se completa con estudio empiricos llevados a cabo para los
cuartiles y bajos distintos disenos muestrales con probabilidades desiguales.
En términos de sesgo y de eficiencia relativa, estos estudios reflejan que los
estimadores propuestos mejoran a otros estimadores disenados en muestreo
bifésico.

La mayoria de las investigaciones llevadas a cabo por los organismos na-
cionales de estadistica son periddicas, es decir, se repiten a intervalos regulares
de tiempo. Bajo este escenario, es aplicable la metodologia propuesta en la
Seccién 3.3 para estimar cuantiles en muestreo en dos ocasiones, lo que puede
permitir obtener una mejor precisiéon en la etapa de estimacién como se ha
comprobado desde el punto de vista tedrico y practico. Esta investigacion se
ha llevado a cabo, por un lado, bajo el uso de un diseno muestral arbitrario
y por otro para el caso de multiples variables auxiliares, siendo varios los ob-
jetivos cientificos y aportes a la teoria del muestreo, puesto que los métodos
tradicionales de estimacion en muestreo de ocasiones sucesivas se han centrado
en el problema de la estimacién de parametros lineales. Para el caso de la es-
timacion de cuantiles, la situacion es bastante diferente, y sélo recientemente
este campo ha sido tratado por los estudios de investigacién. En cualquier caso,
los estudios existentes estan basados inicamente en muestreo aleatorio simple
y utilizan sélo la variable de interés en la fase de estimacion, o bien sélo estan
disenados para una tnica variable auxiliar.

En la Seccién 3.4 se plantea el problema de la estimacién de cuantiles
mediante estimadores modelo-asistidos basados en el método de verosimili-
tud empirica. La aplicacion de estos estimadores a la estimacion de algunas
medidas de pobreza también se discute dentro de esta secciéon. Debido a la



complejidad natural de los cuantiles y principalmente de las medidas de po-
breza que se manejan, se propone usar la técnica bootstrap para el problema
de la estimacién de la varianzas de los estimadores. En los numerosos estudios
empiricos llevados a cabo, puede observarse que tanto los estimadores prop-
uestos como las estimaciones de las varianzas presentan un buen cumplimiento
en términos de sesgo y eficiencia relativa.

Una valoracién global de los resultados obtenidos asi como las principales
conclusiones de todos los estudios de este texto se resumen en el Capitulo 4.
Ademas, se detallan las perspectivas y futuras lineas de investigacion que se
derivan a partir de las aportaciones y resultados concluyentes de los estudios
llevados a cabo.

Segtun la legislacién vigente para los estudios de Tercer Ciclo y del Titulo
de Doctor, en el Capitulo 5 se hace una redaccion de una parte de la tesis
doctoral en la lengua inglesa. En concreto, se hace un resumen de todo el
trabajo (Seccién 5.1), se describen los estimadores propuestos bajo el método
de verosimilitud empirica y en presencia de datos faltantes (Seccién 5.2), se
plantea la estimacién de cuantiles en muestreo bifasico (Seccién 5.3), y se
comentan las principales conclusiones obtenidas a partir de la presente tesis
doctoral (Seccién 5.4). Notamos que las Secciones 5.2 y 5.3 se corresponden,
respectivamente, con las Secciones 2.3 y 3.2. Estos trabajos también pueden
consultarse en Rueda et al. (2006a, 2006b).

El texto se completa con una serie de apéndices de consulta sobre varios
aspectos relacionados con los estudios llevados a cabo. Asi, el Apéndice A
recoge las principales propiedades y caracteristicas de las poblaciones finitas
que han sido usadas en los estudios de simulaciéon. Ademéas de un breve re-
sumen estadistico de los datos de estas poblaciones, se muestran los diagramas
de dispersion de tales poblaciones. El objetivo es que de forma personaliza-
da se puedan interpretar los distintos estudios de simulacién y poder obten-
er, por tanto, conclusiones subjetivas. Para ello, resulta apropiado un mejor
conocimiento de los datos que se utilizan en los estudios de simulacién.

Son numerosos los métodos de extracciéon de unidades y disefios muestrales
que se utilizan en este texto. En el Apéndice B se recogen todos ellos con el
fin de poder obtener una rapida consulta sobre la notacién o sobre el propio
método de muestreo o diseno muestral.

Por ultimo, notar que todos los estudios de simulacién se han llevado a cabo
mediante el lenguaje de programacién R. Todos los procedimientos y funciones
para obtener en R tanto los estimadores propuestos en este texto como el resto



de estimadores para cada diseno muestral estan disponibles en el Apéndice C.

Son numerosas las razones por las que se ha usado este software. En primer
lugar, es un lenguaje intuitivo con una gran cantidad de argumentos estadisti-
cos que facilitan la implementacion de los estimadores propuestos. Otros pro-
gramas como Mathematica, Matlab, C' 4+ +, etc., carecen de tales proced-
imientos estadisticos. Por otro lado, es un paquete que destaca por su rapidez
y que permite obtener el mayor nimero de simulaciones en menor tiempo.
R es un lenguaje de programacion gratuito y disponible a cualquier usuario,
al contrario de otros especificos de estadistica como SAS, que debido a sus
altas licencias esta unicamente disponible, en la mayoria de los casos, a las
grandes empresas. El dispositivo grafico que dispone R y su compatibilidad
con S — PLUS son otros argumentos hacen que la mayoria de los investi-
gadores en el campo del muestreo en poblaciones finitas prefieran el uso de
este software. Sirva de ejemplo los articulos publicados en este sentido (por
ejemplo Wu, 2005) asi como las conferencias internacionales sobre el programa
R que también se estan abriendo paso, como la segunda conferencia interna-
cional de usuarios de R que se celebrara del 15 al 17 de junio de 2006 en Viena,
Austria. De hecho, el gran auge que esta teniendo este software hace que se
estén introduciendo dia a dia nuevos procedimientos y paquetes estadisticos.

1.4. Notacién y conceptos basicos

En esta seccion se describe el marco de trabajo usual en el ambito del
muestreo de poblaciones finitas. Ademas, se introducen algunos conceptos
bésicos y la notacién comun que se sigue a lo largo del texto.

Se denomina poblacion a un conjunto de unidades del que se desea obtener
cierta informacion. Esta poblacion se denota como U, es finita y contiene N
elementos distintos e identificados, es decir, U = {1,...,i,..., N}

En la poblacién U es posible medir o contar en cada unidad una o varias
caracteristicas o variables, o clasificar sus unidades de acuerdo a ellas. A partir
de estos resultados se puede llegar al conocimiento de valores como la media,
el total, la proporcion, funcién de distribucién, etc., a los que se denomina
pardmetros poblacionales. La media, el total, etc., son pardmetros lineales,
mientras que la funcién de distribucién, cuantiles, etc., son parametros no
lineales.

Existen dos estrategias posibles para la recopilacién de datos: (i) examinar
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todas las unidades de la poblacién, es decir, realizar un censo, y (ii) examinar,
segin unos planes establecidos con anterioridad, unas pocas unidades de la
poblacién que son representativas, es decir, obtener una muestra, y suponer que
de los resultados obtenidos se infieren las caracteristicas de toda la poblacién.

En la practica, determinados parametros poblacionales son desconocidos
y no pueden calcularse mediante un censo. Por esta razon, se recurre a una
muestra para estimar estos parametros poblacionales. Asi, una muestra es un
subconjunto de unidades, s, de U seleccionados de acuerdo con un diseno de
muestreo especifico, d, que asigna una probabilidad conocida, p(s), tal que
p(s) > 0 para todo s € S, donde S es el conjunto de las posibles muestras s y
> scsP(s) = 1. El valor de la media, total, proporcién o funcién de distribucién
obtenido a partir de la muestra se denomina estimador del correspondiente
parametro poblacional.

Dentro de esta poblacién interesa estudiar ciertas caracteristicas de una
variable de estudio, interés o principal denominada y. Las variables auziliares
son aquellas, que sin ser objeto de estudio, son usadas para varios fines, como
por ejemplo, para la seleccién de unidades en la muestra, mejorar las estima-
ciones, etc. Asociado al elemento ¢ de la muestra se conoce exactamente y sin
error el valor de la caracteristica de interés, esta cantidad se denotara como
y;- Para P variables auxiliares, el vector de variables auxiliares viene dado
por X = (X1,...,Xp,...,Xp), donde x, = (T1p, ..., Tip, ..., Tnp)". Se asume
que estas variables auxiliares también son conocidas para aquellos individu-
os seleccionados en la muestra. En algunas ocasiones, se supone que los to-
tales o medias poblacionales de las variables auxiliares son conocidos, es decir,
las cantidades X = (X1,...,Xp) 0 X = (X1,...,Xp) son conocidas, donde

N - _1 N
Xp = Zi:l Tipy Xp=N ! Zi:l Lip-

La probabilidad de inclusion de primer orden asociadas al plan de muestreo
d para un individuo i, 7;, indica la probabilidad que tiene este individuo de
pertenecer a la muestra s. Asimismo, ;; indica la probabilidad de que ambas
unidades ¢ y j pertenezcan a la muestra s. A esta cantidad se le llama proba-
bilidad de inclusién de segundo orden. Otras cantidades que seran usadas son
los pesos basicos del diseno d; = w;l, A;j = my; — mmj, ete.

De este modo, los principales parametros poblacionales desconocidos en la
practica y que habra que estimar son la media poblacional de la variable de

interés,
1 N
? = — i
N ZZ:; y )



el total poblacional,

la funcion de distribucion,

y el cuantil para un orden 5 (0 < § < 1),
Qu(8) = F/'(t) = inf{t | F,(t) > 5},

donde J(-) es la funcién indicadora que toma el valor d(a) = 1sia > 0y
d(a) = 0 en otro caso y F, '(t) denota la funcién inversa de F,(t).

Sin ningun tipo de informacién auxiliar, la media poblacional de la variable
de interés, Y, suele estimarse mediante el estimador de tipo Hortviz-Thompson

= 1

€S

Para el caso de la estimacion de la funcién de distribucién, este estimador viene
dado por

~ 1

Frry(t) = N’iezsdié(t_yi)’ (1.2)
aunque suele usarse el estimador de tipo Hajek que es una verdadera funcién
de distribucion. Este estimador viene dado por

Frricy(t) = ng‘é(zﬁ—yi), (1.3)

€S

donde di = d;/ ) ;. d;. El cuantil de orden 8 puede estimarse directamente
mediante la inversién de este ltimo estimador, esto es,

Qury(B) = Fk,(8) = inf{t | Frie,(t) > B}. (1.4)
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Capitulo 2

El método de verosimilitud
empirica

El método de verosimilitud empirica para la estimacién de parametros fue
propuesto en Chen y Qin (1993), aunque fueron Chen y Sitter (1999) quienes
establecieron las bases teodricas principales de este método, y partir de las cuales
se han basado todos los estudios posteriores. En este capitulo se investiga esta
técnica reciente en diferentes campos del muestreo en poblaciones finitas.

En la Seccién 2.2 se recogen los principales aspectos de esta metodologia
para el caso de la estimacién de la media poblacional, pueden verse las propieda-
des asintdticas mas importantes y los diferentes tipos de estimadores basados
en cada una de las perspectivas de estimacién.

En cualquier estudio es usual encontrarse con el problema de datos fal-
tantes. En la Seccién 2.3 se propone usar un estimador basado en el método
de verosimilitud empirica como solucion al problema de la existencia de datos
faltantes (véase también Rueda et al., 2006Db).

La estimacion de la funcion de distribucién mediante el método de verosimi-
litud empirica se estudia en la Seccién 2.4. Se propone usar la aproximacién
modelo-asistida para obtener tal estimador, y se hace un uso eficiente de la
informacion auxiliar al estar basado el estimador en varias variables auxiliares
y en varios puntos de estimacion.
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2.1. Introduccion

En la teoria del muestreo en poblaciones finitas, el objetivo principal de
un método determinado para obtencién de estimadores o de cualquier diseno
muestral es el de mejorar las estimaciones de los parametros en estudio en el
sentido de construir nuevos estimadores que, para el mismo tamano muestral,
tengan menor error de estimacién, lo que implica mayor precisién en las es-
timaciones de los parametros, o equivalentemente, tengan el mismo error que
los ya conocidos pero con un menor tamano muestral, lo que produce una
disminucién en el coste real de la realizacion de la encuesta.

Por estas razones fundamentalmente, la metodologia del muestreo en pobla-
ciones finitas precisa de nuevas aportaciones que abaraten los costes de los estu-
dios o investigaciones estadisticas, se mejoren las estimaciones desde el punto
de vista de la eficiencia o sesgadez y se dispongan, en general, de mejores
propiedades.

Es conocido que segun la informacion que se utilize en la etapa de esti-
macién de parametros, se tienen dos caminos para intentar mejorar la precision
de las estimaciones: por un lado, utilizar disenos muestrales mas complejos
(muestreos estratificados, por conglomerados, polietdpicos, adaptativos, etc.)
basados tnicamente en los datos de la caracteristica de interés, y por otro lado,
emplear las metodologias propias de la teoria del muestreo en poblaciones fini-
tas basadas en el uso de informacién auxiliar. Esta informacién auxiliar, dada a
través de un vector de variables auxiliares, debe estar altamente correlacionada
con la caracteristica de interés para poder obtener mayor precision en la etapa
de estimacién. Estas dos alternativas se pueden combinar para perseguir el ob-
jetivo de obtener mejores estimaciones, es decir, usar disenos muestrales més
complejos en métodos de estimacion de parametros que utilicen informaciéon
auxiliar es una opcion muy atractiva en la materia que nos ocupa.

El método de verosimilitud empirica, que se desarrolla a largo de este
capitulo, permite combinar las dos ideas anteriores y es bastante eficiente como
se ha comprobado tanto desde el punto de vista tedrico como empirico (véase
por ejemplo, Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999, Chen y Wu, 2002, Wu,
2003, Rueda y Munoz, 2005, 2006a, 2006d, etc.).

Los primeros métodos que incorporan informacion auxiliar en la fase de
estimacion son los llamados métodos indirectos de estimacién, entre los que
destacan los conocidos métodos de razén, diferencia y regresion. Estos esti-
madores no siempre garantizan que se produzca una disminucion del error de
muestreo respecto a los estimadores que no usan informacion auxiliar. Esta
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ganancia en precision depende en mayor medida de la relacion entre las vari-
ables auxiliares y la variable objeto de estudio, del buen uso de las hipétesis que
se supongan para emplear un procedimiento u otro, y de que dichas hipétesis
se ajusten en mayor o menor medida al problema real.

Los estimadores anteriores se basan unicamente en los datos muestrales,
es decir, utilizan un enfoque basado en el diseno muestral. Recientemente, en
muestreo se estd utilizando la perspectiva basada en modelos (ver p.e. Pérez,
2002 y Sanchez-Crespo, 2002) y la nueva aproximaciéon modelo-calibrada (Wu
y Sitter, 2001a). Estas aproximaciones se basan en modelos de superpoblacion
y son dependientes de dichos modelos. El objetivo de estos métodos es obtener
estimaciones mas precisas, resultados més concluyentes en la comparacion de
estrategias, producir estrategias optimas, obtener propiedades asintoticas mas
atractivas, etc., pero cuando el esquema de trabajo esta perfectamente identi-
ficado con un modelo de superpoblacién. Bajo esta perspectiva cobra especial
importancia el uso de variables auxiliares cuyos valores tienen que ser cono-
cidos para todos los individuos de la poblacién. Por tanto, para poder usar
este enfoque se debe conocer el adecuado modelo de superpoblacién asocia-
do a los datos de la poblacion en estudio. En resumen, estas aproximaciones
son mas eficientes que el enfoque basado en el diseno muestral cuando el mo-
delo de superpoblacién se ajusta bien, y pueden llegar a obtener propiedades
no deseables, como inferencias no validas, cuando se usa un modelo de su-
perpoblacion erréneo. En consecuencia, para llegar a cabo estas aproxima-
ciones, seria conveniente obtener mas informacién: el modelo de superpoblacién
apropiado y todos los valores de las variables auxiliares para todos los indi-
viduos de la poblacion. Cuando no se dan estas circunstancias, puede resultar
mas apropiado un método de estimacién basado en el disenio muestral.

Una alternativa intermedia entre los métodos anteriores y la clasica esti-
macion basada en disenos, es la aproximacion modelo-asistida. Esta consiste
en usar un modelo de superpoblacién para obtener una estimacién de un de-
terminado parametro poblacional, y entonces, usar éste tltimo en la etapa de
estimacién. Sin perdida de eficiencia, la ventaja de este estimador es que sus
estimaciones no son dependientes del modelo de superpoblaciéon, permitien-
do obtener inferencias vélidas independientemente de si el modelo resulta ser
apropiado o no para los datos de la poblacién de estudio. El conocido estimador
de regresion generalizado (Cassel et al., 1976, Sarndal, 1980), los estimadores
de calibracién (Deville y Sarndal, 1992) y el propio estimador de verosimilitud
empirica (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999) pueden ser categorizados
como aproximaciones modelo-asistidas

Son dos los métodos para obtener estimadores que han aparecido recien-
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temente: los estimadores de calibraciéon y los de verosimilitud empirica. Los
primeros fueron propuestos por Deville y Sérndal (1992), y desde entonces se
han comprobado sus propiedades tedricas, se han obtenido numerosas modifi-
caciones, y se ha extendido el método a diversos esquemas de muestreo, siendo
todos los resultados obtenidos bastante satisfactorios.

El método de verosimilitud empirica para la estimacion de parametros es
mas novedoso que el método de calibracion. Fue propuesto en Chen y Qin
(1993) para muestreo aleatorio simple, aunque el auge y el interés de esta
metodologia se produce en 1999 cuando Chen y Sitter plantean el método para
cualquier diseno muestral. Al igual que el método de calibracién, este método
permite incorporar informacién auxiliar de una o varias variables adicionales,
y se puede plantear tanto desde una perspectiva modelo-asistida, como desde
la reciente aproximacién modelo-calibrada (Wu y Sitter, 2001a).

Los estimadores de verosimilitud empirica para la media poblacional basa-
dos en el disenio muestral y bajo la aproximacion modelo-calibrada, seran vis-
tos en la Seccién 2.2. Las principales propiedades asintéticas de estos esti-
madores podran también consultarse en esta seccién. Notese que el método de
verosimilitud empirica usa la aproximacion modelo-asistida para determinar
un determinado pardmetro o variable, y posteriormente se basa en el diseno
muestral para determinar los estimadores. Por simplicidad y sin pérdida de
generalidad, en este caso nos referiremos como aproximacién modelo-asistida
o aproximacion basada en el diseno muestral.

Todos los métodos generales de estimacion de parametros asumen que no
existen datos faltantes en la muestra. Cuando existen observaciones perdidas
en la muestra, la solucién mas simple es eliminar aquellos individuos con ob-
servaciones incompletas y restringir el estudio a los individuos que presentan
observaciones completas para todas las variables. De este modo, con este con-
junto de observaciones se puede aplicar cualquier técnica de estimacion de
parametros. Una consecuencia de este método es la reduccién de individuos en
la muestra respecto a la muestra planificada, lo que produce mayores sesgos en
las estimaciones y mayor varianza muestral. Usando el método de verosimil-
itud empirica, en la Seccion 2.3 se proponen estimadores para el tratamien-
to de datos faltantes con buenas propiedades asintéticas y empiricas y que
aprovechan todas las observaciones muestrales, estén éstas completas o incom-
pletas para todas las variables del estudio.

Otro tema de actualidad en muestreo es el problema de la estimacién de
la funciéon de distribuciéon. Los estudios se han centrado clasicamente en la es-
timacion de parametros poblacionales de tipo puntual, como totales, medias,
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proporciones y varianzas. La estimacién de la funcién de distribucién es un
campo muy importante al tratarse de una funciéon que permite determinar
las caracteristicas mas importantes de la poblacion en estudio, proporcionan-
do informacién relevante acerca del comportamiento global de la poblacién.
Obtener buenos estimadores para tal funcion no es tan simple como en el caso
de los estimadores puntuales. Para este problema, un buen estimador, F(t), ha
de cumplir las propiedades basicas de una verdadera funcién de distribucion:

1. lim F(t)=0 ; lim F(t)=1.

t——o00 t——+00

2. ]3(15) es no decreciente, es decir, V t; < ty se verifica ﬁ(tl) < F\(tz).

3. Dado t > t*, lim, F(t) = F(t").

t—t*

Varios de los estimadores propuestos en la literatura del muestreo en pobla-
ciones finitas no satisfacen todas estas propiedades y no son, por tanto, fun-
ciones de distribuciéon. Por ejemplo, la funcién de distribucién estimada medi-
ante el método de calibracién no cumple los requisitos necesarios para ser una
verdadera funcion de distribucion.

En la Secciéon 2.4 se propone un estimador modelo-asistido para la funcién
de distribucién basado en el diseno muestral que cumple estas propiedades
y goza de una excelente ganancia en eficiencia como consecuencia de un uso
efectivo de la informacién auxiliar. Estas son dos ventajas importantes de este
estimador propuesto basado en el método de verosimilitud empirica. En esta
seccidn, también pueden consultarse los principales estimadores de verosimili-
tud pseudo empirica modelo-calibrados para la funcién de distribucion.

En resumen, este capitulo ofrece una descripcion detallada del método de
verosimilitud empirica en la estimacién de la media o total de la poblacion. El
objetivo de este analisis es mostrar de forma sencilla cémo se construye este
estimador en distintos disenios muestrales y para los distintos enfoques exis-
tentes en muestreo, cuales son sus propiedades mas importantes y la relacion
que tiene con otros estimadores mas conocidos. Usando este esquema tedrico, se
aportan nuevas soluciones al problema de los datos faltantes y a la estimacién
de la funcién de distribucion.
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2.2. Estimacion de la media poblacional

2.2.1. Estimadores basados en el diseno muestral

La metodologia de verosimilitud empirica fue usada por Owen (1988, 1990)
como un método para la construccion de regiones de confianza con observa-
ciones independientes. Owen afirmé que el estadistico de verosimilitud empiri-
ca tiene una distribucién asintética x?, y por tanto se puede usar para la
estimacion de intervalos de confianza y contraste de hipdtesis. Qin y Lawless
(1994, 1995) usan el método de verosimilitud empirica para la estimacién pun-
tual cuando la informacién se incorpora a través de la maximizacion de la
funcién de verosimilitud empirica. A raiz de aqui, este método se popularizo y
una gran gama de desarrollos sobre verosimilitud empirica han sido descritos
en el reciente libro de Owen (2001) para distintos ambitos.

Historicamente el uso de verosimilitud empirica fue propuesto por Hartley
y Rao (1968), pero la primera aplicacion formal en muestreo para poblaciones
finitas del método de verosimilitud empirica se debe a Chen y Qin (1993), que
lo estudiaron bajo muestreo aleatorio simple.

A continuacién se detalla de forma breve la idea principal del método de
verosimilitud empirica para el problema de la estimacion de la media muestral
dey, Y = N! Zf\il Yi, ¥ para muestreo aleatorio simple. En este caso, el
estimador usual es el estimador de tipo Hortviz-Thompson, dado por

Y= %Zyi_zgyi- (2.1)

1€S i€ES

En la expresion (2.1) se observa que el estimador usa n puntos y; de la mues-
tra con el mismo peso (1/n) para estimar el pardmetro. Puede ocurrir que
ciertas observaciones y; sean mas determinantes que otras para el calculo del
parametro. Bajo estas circunstancias es conveniente darle a las observaciones
mas determinantes un mayor peso que aquellas que son menos influyentes para
estimar el valor del parametro. Esta es la idea de los estimadores de verosimil-
itud empirica, es decir, pretenden cambiar los pesos 1/n por otros pesos pj,
i = {1,...,n}, con el objetivo de mejorar la estimacién del parametro. Las
variables auxiliares juegan un papel importante en este método, puesto que
son usadas para obtener los nuevos pesos.

Sea p; la masa de probabilidad de y;, con i € s. El estimador maximo
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verosimil empirico de Y se define como

§PE - Z Pivi,

1€ES

donde p;, i = {1,...,n}, maximiza la funcién de verosimilitud empirica,
L(p) = [],c, pi sujeta a las restricciones

Y pi=1 (pi>0), (22)

1€s
Zpixi =X. (2.3)

La informacién auxiliar se incorpora en la segunda restriccion. Esta expresion
se justifica al asumir que los pesos que dan una estimacién perfecta para X,
deberfan de dar una buena precisién en la estimacién de Y. Resulta razonable
asumir que las estimaciones serdan mas eficientes a medida que y y x presenten
una relacion lineal mas fuerte.

Este problema de maximizacion con restricciones puede resuelve mediante
el método de los multiplicadores de Lagrange.

Los estimadores de verosimilitud empirica se pueden disenar desde distintas
perspectivas, siendo el investigador quien debe decidir el modo de aplicar el
método de verosimilitud empirica. Algunos de los distintos enfoques a través
de los cuales se puede disenar esta metodologia son los siguientes:

(E1). Sustitucién de L(p).

En Chen y Qin (1993) se usa la funcién L(p) para obtener los estimadores
de verosimilitud empirica, mientras que Chen y Sitter (1999) usaron el
logaritmo de esta funcién a nivel poblacional, esto es, propusieron usar

N N
I(p) =log [ [ pi = log(p)).
i=1 i=1

Notamos que el hecho de utilizar logaritmos no produce ningin cam-
bio en las estimaciones al tratarse la funcién logaritmo de una funcién
estrictamente creciente que conserva los puntos extremos de la funcion
original. La ventaja es una mayor facilidad para obtener estimaciones.
El problema que se plantea es cémo estimar [(p) a través de una funcién

~

eficiente [(p). Tomando log(p;) como una variable de la que se pretende
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estimar su total, este planteamiento presenta facil solucién. Como se de-
talla en Chen y Sitter (1999) y para un determinado disenio general, I(p)
se puede estimar a través de la denominada log-funcién de verosimilitud
pseudo empirica, dada por:

I(p) = d;log(py),
i€ES

donde d; son pesos basicos que hacen que [(p) sea insesgada bajo el diseno
para [(p), es decir

E[ip)| = E

Zdi IOg(Pi)] = Zlog(pi) =1(p).

€S

Este cambio en la funcién de verosimilitud empirica hace que esta técnica
sea aplicable bajo un diseno muestral general, a diferencia del método
original propuesto por Chen y Qin (1993) que estd disenado exclusiva-
mente para muestreo aleatorio simple. Bajo este método de muestreo,
ambas perspectivas del método de verosimilitud empirica producen las
mismas estimaciones.

(E2). Sustitucién de la restriccién Y, pix; = X.

Al imponer que ), . piX; = X, se estan considerando valores para p;
que proporcionan estimaciones perfectas para X, y podemos plantearnos
como de efectivo es el uso que se estd haciendo de la informacion adi-
cional a través de la condicion anterior. Por este motivo, si la informacion
auxiliar x = (xy,...,Xp) es conocida, una cuestiéon a preguntarse seria:
¢ Cual es la mejor expresion a usar en la restriccion (2.3) para hallar el
estimador de verosimilitud empirica? . Para resolver esta pregunta se ha
definido la cantidad u; = u(y;,x;), con i = {1,..., N}, siendo u(-) una
funcion conocida de y; y de x; y que verifica

1 N
e ui:O.
¥

De este modo, u; es una variable de calibracién que reemplaza la expre-

sién (2.3) por .
1
Zpillz‘ N Zui =0, (2.4)
i=1

1€s
donde u; = x;—X. La cuestién que surge ahora es cémo escoger u(+) para
obtener estimadores mas eficientes. En resumen, este método dispone
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de numerosas alternativas o soluciones dependiendo de la funcién u(-)
escogida. Una eleccion apropiada de esta funcion supondra mas exactitud
en las estimaciones. El uso de la aproximacion modelo-calibrada es una
solucién 6ptima a este problema cuando no pueda asumirse una relacién
lineal entre y y x.

(E3). Utilizacién de la aproximacién modelo-calibrada.

En (E2) se usa una aproximacién modelo-asistida, esto es, se asume una
relacién lineal (aunque pueden establecerse relaciones de otro tipo) para
determinar unos valores u; apropiados, y posteriormente, se realizan es-
timaciones basadas en el diseno. Si la relacién entre la variable de interés
y y el vector de variables auxiliares x = (x1,...,xp) puede ser descri-
ta a través de un modelo de superpoblacién con una buena bondad de
ajuste, puede resultar 1til el uso de estimadores modelo-calibrados (Chen
y Sitter, 2001) frente a los estimadores basados en el diseno. Esta aprox-
imacién consiste en asumir un determinado modelo de superpoblacion,
obtener los valores estimados para la variable y mediante este modelo, y
a continuacion usarlos en la etapa de estimacién.

En este sentido, se han propuesto varios modelos que dan lugar a los
estimadores 6ptimos modelo-calibrados. Estos usan el criterio de minima
esperanza bajo el modelo de superpoblacion de la varianza basada en el
diseno para obtener la solucién éptima (véase por ejemplo los trabajos de
Godambe, 1955, Godambe y Thompson, 1973 y Cassel et al., 1976). Los
estimadores modelo-calibrados se desarrollan con detalle en la Seccion
2.2.3.

La perspectiva de Chen y Sitter (véase (E1)) es mas apropiada como se
ha comprobado en las investigaciones posteriores. Ademas, puede ser aplicada
a cualquier diseno muestral, no estando limitada exclusivamente al muestreo
aleatorio simple. De este modo, los primeros pasos antes de aplicar el método
de verosimilitud empirica son:

1.  Enfocar el problema bajo un modelo de poblacion fija, es decir, basado
en el diseno muestral y aplicando la aproximacion modelo-asistida, o
bien, asumir un modelo de superpoblacién para poder aplicar el enfoque
modelo-calibrado.

2. Determinar la funcién u(-) utilizada en la restriccién (2.4). Para el en-
foque basado en el disefio muestral se suele usar u; = x; —X, mientras que
bajo el enfoque modelo-calibrado, la funcién u(-) es unica y facilmente
deducible a partir del modelo de superpoblacion.
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Estimadores bajo muestreo aleatorio simple

Una vez tenidas en cuenta estas consideraciones previas, empezaremos ana-
lizando el método de verosimilitud empirica segin Chen y Qin (1993), el cual
esta disenado para muestreo aleatorio simple.

Este estimador fue la primera aplicacién formal del método de verosimilitud
empirica en poblaciones finitas para la estimacion de parametros lineales y us-
ando informacién auxiliar. Este planteamiento no se puede extender a disenos
muestrales mas complejos.

Segin Chen y Qin (1993), el uso de verosimilitud empirica en el contexto
de poblaciones finitas se puede plantear de dos formas diferentes:

1. Si todos los valores de y; estan disponibles para la poblacién en estudio,
la funcién de verosimilitud se define como L*(p) = Hf\il pi, donde p; es
la densidad de la observacién y;. En la practica esta situacion no se va a
presentar y lo mas usual es que y; sea conocida para los individuos de la
muestra s. En tal caso la funcién de verosimilitud empirica para cualquier
muestra s, con s C S, se define como L(p) = [[,., pi, donde se requiere
que Z?:l pi < 1. Este planteamiento fue propuesto por Jagers (1986)
y es el que se sigue en varios estudios de estimacion de parametros en
muestreo de poblaciones finitas mediante verosimilitud empirica (Chen
y Qin, 1993, Zhong y Rao, 1996, etc).

2. Segtin el esquema de muestreo propuesto por Hartley y Rao (1968),
los cuales consideraban que la variable de interés sé6lo puede tomar un
nimero finito de valores, es decir, y;, con i = {1,...,1}. Bajo esta
situacion, la poblacién media se define como:

1

donde N; es el nimero de unidades en la poblacién con caracteristica ;.
Bajo muestreo aleatorio simple de tamano n, la verosimilitud basada en el
diseno esta dada por una distribucién hipergeométrica multidimensional:

N;
L(Nl,...,NI)H(?\Z‘[)

46

22



donde n; es el numero de unidades en la muestra con la caracteristi-
ca y;. Cuando N — oo, N;/N — p;, y n/N — 0, la verosimilitud se
puede aproximar por una funciéon de verosimilitud de una distribucion

multinomial, a saber:
I

n! e
7 (11Pi
[ iz ni! im1

Utilizando el primer planteamiento propuesto por Jagers (1986), al maxi-
mizar L(p) sin usar informacién auxiliar, resulta p; = 1/n para cada i € s,y
el estimador de verosimitud empirica esta dado por

@EL:Z@%: %Zyi:@

1€8 €S
que coincide con el estimador directo usual para la media poblacional.
Cuando se dispone de alguna informacion auxiliar, ésta puede usarse en
la etapa de maximizacién de la funcién de verosimilitud para obtener nuevos

pesos p; que produzcan estimaciones mas eficientes para la media. Se asume
que la informacién auxiliar disponible para la poblacién verifica

donde u; = u(y;,x;) es una funcién conocida de y; y de x; de vectores valuados.
De este modo, el nuevo problema consiste en maximizar L(p) sujeto a las

restricciones:
Zpi =1 (p;>0), (2.5)
i€s
Zpiui =0. (2.6)
ics
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, los valores esperados
para p;, con ¢ € s, estan dados por:

1

pi = (1 W) (2.7)

donde A es la solucion de la ecuacidén

u;
— =0. 2.

€S
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El estimador de verosimilitud empirica para la media poblacional bajo
muestreo aleatorio simple y usando la metodologia de Chen y Qin (1993)
esta dado por

/?\EL = Zﬁ:yz (2.9)

1€s

Asumiendo que la relacion entre y y el vector x es lineal, la funcion de
calibracién usual viene dada por u; = x; — X, en cuyo caso la restriccién (2.6)
resulta ser

Zpiui = Zpi(xi -X) = Zpixi - Zpii = Zpixi -X=0=

1€ES €S 1ES €S 1€S
= pxi=X, (2.10)
1€ES
que indica que las cantidades p; dan estimaciones perfectas para X, y por tanto,

deberian dar una buena aproximacion para la media de variable de interés si
la relacion entre y y x es lineal.

Cuando u; = x; — X, las soluciones a las ecuaciones (2.7) y (2.8) también
son obtenidas por Hartley y Rao (1968) a través de una aproximacion similar.
Estos autores demostraron que el estimador de regresion es asintéticamente
equivalente al estimador dado en (2.9). Un resultado similar puede hacerse
para el estimador de la mediana propuesto por Kuk y Mak (1989) cuando
u; = d(x < My)—0,5, siendo My la mediana de x, y d(-) la funcién indicadora
que toma el valor §(a) = 1sia > 0y el valor 0 en otro caso.

Puede ocurrir que las ecuaciones (2.7) y (2.8) no tengan solucién. Esta
situacién surge cuando el conjunto convexo {u;,7 € s} no contiene al 0. Se
han planteado dos soluciones para este problema:

1. Usar la verosimilitud euclidea propuesta por Owen (1991):
1
B Z(l - npz’)Q,
1€S8
y no requerir que 0 < p; < 1.

2. Reemplazar la restriccién (2.6) por

Z piu; =,

1€ES

tal que u estd dentro del conjunto convexo y tiende a 0.
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En cualquier caso, cuando n es grande, la situacién en la cual las ecuaciones
(2.7) y (2.8) no tienen solucién es poco probable.

Existen situaciones extremas en las cuales el método de veosimilitud empiri-
ca es incapaz de usar la informacion auxiliar, como por ejemplo, cuando x es
dicotémica y todas las observaciones son x; = 1. Estos casos también son poco
probables en la practica.

Estimadores bajo un diseno muestral general

El estimador del apartado anterior esta disenado sélo para muestreo aleato-
rio simple, y su metodologia no se puede extender a otros disenos muestrales
méas complejos. Chen y Sitter (1999) proponen una aproximacién de verosimil-
itud pseudo empirica que es aplicable a cualquier diseno muestral y coincide
bajo muestreo aleatorio simple con el estimador propuesto en Chen y Qin
(1993).

El método de verosimilitud empirica para un diseno muestral general asume
que la muestra s es seleccionada usando algin diseno muestral, p(+), es decir, la
muestra s C S es extraida con probabilidad p(s). El objetivo es maximizar la
verosimilitud de la poblacion en estudio, es decir, maximizar L*(p) = Hf;l D;.
Por conveniencia, y teniendo en cuenta la monotonia de la funcién logaritmo,
se considera el objetivo de maximizar I(p) = log L*(p) = Y.~ logp;. En la
practica, solo de disponen de los valores y; para las unidades de la muestra,
pudiéndose, por tanto, utilizar inicamente las cantidades p; para i € s. Esto
provoca que se necesite una estimacién eficiente para [(p). Esta estimacion
viene dada por la llamada funcién de verosimilitud pseudo empirica

I(p) = dilogp;. (2.11)

€S

que tiene la propiedad de ser una estimacion insesgada bajo el diseno para
l(p), esto es

Ell(p)=E

N
> d; Ingi] =) logp; = (p),
=1

€8
donde E[] denota la esperanza bajo el diseio muestral.

La informacién auxiliar se incorpora a través de la funciéon de calibracién
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w; = u(y;, X;), donde u(+) es una funcién de y; y de x; que debe satisfacer:

L
N;“

Las cantidades p; necesarias para obtener el estimador de verosimilitud pseudo
empirica (PEM LE) se obtienen maximizando la funcién dada en (2.11) sujeta
a las restricciones (2.5) y (2.6).

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange para resolver este
problema, se obtiene, para ¢ € s, las cantidades

N d;

L 2.12
D= T v (2.12)

donde el vector de multiplicadores de Lagrange, A, es la solucion de la expre-

sion: 7
—t =0 2.13

siendo df = di/ Y ;c,d;. El PEMLE para la media poblacional se define

entonces como
Ype = Zﬁzyz (2.14)

1ES

Se recuerda que asumiendo una relacién lineal entre y y x se suele considerar
la funcién de calibracién u; = x; — X. En este caso, la restriccién (2.6) puede

expresarse como:
E pix; = X.

En el caso de no disponer de informacién auxiliar, en cuyo caso se toma
u; = 0, el método de verosimilitud empirica produce p; = df, y el PEMLE

viene dado por
Ypp = Z 3y,
€S

que coincide con el estimador directo para la media poblacional de tipo Hajek.
En general, este estimador no coincide con el estimador directo usual de tipo
Horvitz-Thompson, aunque se demuestra que distruta de buenas propiedades
respecto a este ultimo (véase Rao, 1966, Basu, 1977 y Sandal et al., 1992). Res-
pecto al problema de la estimacion de la funcién de distribucion, el estimador
de tipo Hajek disfruta de mejores propiedades, puesto que el estimador de tipo
Horvitz-Thompson no cumple las propiedades para ser una verdadera funcién
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de distribucién (en concreto lim; . o F rry(t) # 1), propiedades que si posee
el el estimador de tipo Hajek.

Esta propiedad para la funcion de distribucién también se cumple para
cualquier funcion de calibracién, y no tan solo para u; = 0. Esto es, las canti-
dades p; dadas en (2.12) son estrictamente positivas y satisfacen ) .. p; = 1
(como puede comprobarse en (2.5)), condiciones necesarias para estimar una
verdadera funcién de distribucion, hecho que no sucede, por ejemplo, con los es-
timadores de regresion generalizados (GREG) definidos en Cassel et al. (1976)
y Sérndal (1980) o los estimadores de calibracién propuestos en Deville y Sérn-
dal (1992).

A continuacion, se dan expresiones del PEMLFE para algunos disenos
muestrales mas simples y conocidos. De estos ejemplos se desprende que la
aplicabilidad de esta metodologia no es tan complicada y que estos estimadores
estan relacionados con otros estimadores tradicionales.

Ejemplo 2.1 Muestreo Aleatorio Simple.
Bajo este disenio my =n/N, d; = 1/m = N/n y > .. d; = N, obteniéndose
d; 1

dr = _—— (2.15)
Zjes dj n

Si no se dispone de informacion auzxiliar, w; = 0, p; = df y el PEMLE
para la media poblacional estda dado por

/y\PE = Zﬁzyz = %Zyiu (2‘16)
€S €S

que coincide con el estimador usual bajo muestreo aleatorio simple () y con
el estimador g, propuesto en Chen y Qin (1993).

Usando la informacion auxiliar, el PEM LE viene dado por
/g\PE = Z@yz, (2.17)
€S

donde
. 1

P 1+ M)’
y A es la solucion de la ecuacion

Y% o (2.19)

tag.
1€5 1+>\UZ

(2.18)
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Puede observarse que este estimador coincide, de nuevo, con el estimador Yg; .

Ejemplo 2.2 Muestreo con probabilidades iguales y con reemplaza-
mziento.

En los métodos de muestreo con reemplazamiento se demuestra (véase Han-
sen y Hurwitz, 1943) que d; = 1/(n«;), donde «; es la probabilidad de que
la unidad i-ésima sea seleccionada. Ademds, al tratarse de un muestreo con
probabilidades iguales se tiene que a; = 1/N y por tanto d; = N/n, que coincide
con los pesos bdsicos en un muestreo aleatorio simple. En consecuencia, las
expresiones (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19) coinciden en este diseno. La
unica diferencia estd en la muestra, es decir, el método para seleccionarla es
distinto y ademds aqui es posible tener unidades repetidas.

Ejemplo 2.3 Muestreo con probabilidades desiguales y sin reem-
plazamiento.

Se tiene que d; = 1/,

—~ dr 1/7Tz
pi = ————, donde d} = =———,
1+)\tul Zjesl/ﬂ_j

y A es solucion de la ecuacion (2.13). Sabido esto, el PEMLE se construye
segun (2.14).

Bajo este muestreo existen muchos procedimientos para extraer una mues-
tra (consiltese, por ejemplo, Chaudhuri y Vos, 1988). Todos ellos poseen ex-
presiones que permiten calcular las cantidades m;, necesarias para obtener el
PEMLE. En este texto se usan los métodos de Lahiri, Midzuno y Poisson.
En el Apéndice B se describen con detalle la puesta en prdctica de estos méto-
dos de muestreo y se facilitan las expresiones para las probabilidades de in-
clusion. Ademds, en el Apéndice 77 pueden verse funciones en el lenguaje de
programacion R, material que permite extraer muestras basadas en estos pro-
cedimientos de muestreo con probabilidades desiguales.

Ejemplo 2.4 Muestreo con probabilidades desiguales y con reem-
plazamiento.

Es sabido que en este caso d; = 1/(nc;), donde o; es la probabilidad de que
la unidad i-éstima sea seleccionada en cada extraccion y por tanto

di 1/0[1
dr = - . (2.20)
Zjes dj Zjes 1/aj

28




Y asi, el PEMLE se construye mediante la expresion (2.14). En el caso par-
ticular de usar el tamano de cada unidad como una variable auxiliar para la
asignacion de probabilidades, se tiene que a; = M; /M, donde M; es el tamano
de la unidad i, y M = Zf\il M;. Sustituyendo este valor en la expresion (2.20),
se obtiene una expresion mds simple para el PEMLE.

Una cuestion sin resolver hasta el momento es el procedimiento a seguir
para despejar A en la expresion (2.13), donde ademas, se ha de verificar que las
cantidades p; sean positivas. La resolucién de este problema no es tan simple al
tratarse de ecuaciones no lineales, debiéndose emplear métodos especificos para
la resolucion de ecuaciones no lineales, como el de biseccion o el de Newton-
Raphson. A continuacién se describe una modificacion del método de Newton-
Raphson, propuesto en Chen et al. (2002), para el calculo del PEMLE en
caso de que este problema tenga una tnica solucion y ésta exista.

Sea

dfu;
A) = —r
10y ; T v
Para una muestra dada, s, el conjunto de valores factibles de A tal que p; > 0
estd dado por el conjunto convexo A = {\ : 1+ Nu; > 0,4 € s}. El problema

de maximizar la funcién [(p), definida en (2.11), sujeta a las restricciones (2.5)
y (2.6) es similar al problema de maximizar la funcién céncava

I\ = Z d; log(1 + N'w;),
1€8

con respecto a A sobre el conjunto convexo A, puesto que Ol(A)/ON = g(N).
Si la tnica solucién de g(A) = 0 existe, ésta puede encontrarse aplicando la
siguiente modificacién del algoritmo de Newton-Raphson:

Algoritmo 2.1

Paso 0: Sea \g=0, k=0, =1ye=10"5.
Paso 1: Calcular A(\) donde
-1
0 - d*'u,z'u,t dfu;
AN) =13 ==g" (A o\ ==y T _Tis
W={mrw} oW { %HM)?} > i

Si [|A(M)|| < €, se detiene el algoritmo y la solucion es A\,. En otro caso
ir al Paso 2
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Paso 2: Ccfzvlcular Ok = TANg). Si 14+ (Mg — 0)'u; < 0 para algin i o [\, —
0r) < l(A\g), entonces tomar i, = v /2 y repetir el Paso 2.

Paso 3: Considerar My = Ay — 0, k = k+1 y v = (k+1)"Y2. Ir al Paso
1.

La expresion || - || denota la norma euclidea.

La demostracién de este resultado puede consultarse en Chen et al. (2002).
Asi mismo, puede comprobarse que este algoritmo es similar a la modificacion
del método de Newton descrito en Polyak (1987). Los cambios del paso 2
aseguran que en cada iteracion el valor de A sigue dentro del rango de A y que
la funcién céncava [(\) se mueve alrededor del punto méximo. El algoritmo es
simple, eficiente y la convergencia estd garantizada, lo cual indica que, salvo
en casos extranos, el PEM LFE puede siempre obtenerse.

Estimadores bajo muestreo estratificado

La metodologia de verosimilitud empirica para obtener estimadores en
muestreo de poblaciones finitas se extiende a disenos muestrales mas com-
plejos, como por ejemplo muestreo estratificado. Siguiendo la notacién clasica
del muestreo estratificado y descrita en el Apéndice B, se define la log-funcién
de verosimilitud en muestreo estratificado como

L Np

I(p) =Y log(pni), (2.21)

h=1 =1

que puede verse como un total poblacional, cuya estimacién insesgada a partir
de la muestra s y bajo un diseno muestral especifico esta dada por

L
I(p) =Y duilog(pn). (2.22)
h=1 i€sy,
En este caso, dj; son los pesos disenados basicos que hacen que lA(p), denomi-
nada log-funcion de verosimilitud pseudo empirica, sea insesgada bajo el diseno
para [(p). Por ejemplo, asumiendo muestreo aleatorio simple en cada estrato,
se tiene dp; = Np/nyp.
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En muestreo estratificado, el PEM LE se obtiene maximizando la funcién
(2.22) sujeta a las restricciones

1ES)
Z Wh thixhi == X (224)
h 1ESh

En la restriccién (2.24) se ha considerado por comodidad una relacién lineal
entre y y x, aunque es posible modificar esta restriccién en caso de existir o
considerar oportuno asumir otro tipo de relaciéon entre y y x.

Una vez obtenidas todas las soluciones py; de este problema, el PEMLE
bajo muestreo estratificado esta dado por

L
YpEst = Z Wi Zﬁhi?/hi- (2.25)
h=1

1ES)

. . . ~ _ N, .
Dependiendo de si las cantidades X}, = N, ! > i Xpi son conocidas o no,
el calculo de este estimador se puede orientar en dos caminos distintos.

En primer lugar, si las cantidades X}, son conocidas para h = {1,...,L},
y asumiendo una relacién lineal, la restriccién (2.24) puede sustituirse por la
restriccion
> prixni =Xn, h={1,...,L}, (2.26)
1E€ESp,
y el problema que se plantea en este caso es maximizar (2.22) sujeta a las
restricciones (2.23) y (2.26). Segun este planteamiento, el calculo del PEMLE
bajo muestreo estratificado es bastante simple, esto es, se calcula el PEMLE
para cada estrato, §th, y el estimador final viene dado por

L

Yprest = E Whipen-
h—1

Por otro lado, cuando X, son desconocidas para cualquier h, la restriccion
(2.26) no puede establecerse, y el problema de maximizar (2.22) sujeto a las
restricciones (2.23) y (2.24) no es una cuestién tan simple. Incluso resulta
imposible aplicar el Algoritmo 2.1 bajo muestreo estratificado debido a que
la funcién (2.22) y la restriccién (2.24) estan formuladas para el conjunto de
los estratos, esto es, contienen dobles sumatorias, mientras que la restriccion
(2.23) esta formulada a nivel del estrato, es decir, contiene una sola sumatoria.
Existen dos estrategias a seguir para buscar una soluciéon 6ptima:
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(G1). Considerar en lugar de la restriccién (2.24) otra restriccién arbitraria
para cada estrato y buscar la solucion intermedia bajo esta situacién. La
solucion final se obtiene a través del método de verosimilitud empirica.

(G2). Reemplazar las restricciones de modo que las nuevas estén todas for-
muladas a nivel del conjunto de los estratos, y por tanto el Algoritmo
2.1 pueda ser aplicado.

La estrategia (G1) fue seguida por Chen y Sitter (1999). El planteamiento
que se propuso es el siguiente. El PEMLFE bajo muestreo estratificado se
calcula considerando los pesos pp; obtenidos al maximizar la funcién (2.22)
sujeta a las restricciones

Zh Ziesh pri = 1,

Zh ZiESh PhiXpi = X.

Estas restricciones surgen al incorporar la informacién auxiliar contenida en
el tamano de cada estrato, es decir, toda la informacion auxiliar usada para
construir el PEMLE se puede incluir en los vectores u; = U} — ﬁ*, donde
1= {]_,...,N}, U: = (Xi,Vli,...,VLi)t, ﬁ* = (X,Wl,..‘,WL)t Y Vhi vale 1
sii € h y 0 en otro caso. En este sentido, la informacién de los tamanos de
los estratos se usa de forma efectiva, lo cual no ocurre ni con el estimador
de regresién generalizado (GREG) ni con el estimador éptimo de regresion
(ORE) propuesto en Rao (1994), y esto hace que se obtengan mejores esti-
maciones. A su vez, bajo muestreo estratificado, el ORFE es mas eficiente que
el GREG porque usa la correlacién entre y y x. Asumiendo muestreo estrati-
ficado aleatorio, el PEMLE es equivalente al ORE (y ambos mejores que el
GREG) puesto que los pesos muestrales son constantes dentro de cada estrato
e incluyen el tamano del estrato que es equivalente a incluir la correlacién. No
obstante, asumiendo otro diseno muestral, por ejemplo muestreo estratifica-
do con probabilidades proporcionales al tamano en cada estrato, el PEMLE
es mas eficiente que el ORE debido a que usa los tamanos de los estratos
que contienen informacién importante que no es suministrada ni por los pesos
muestrales ni por la correlaciéon. En resumen, bajo muestreo estratificado, el
PEMLE gana en eficiencia respecto a otros estimadores (véase, por ejemplo,
Chen y Sitter, 1999, Zhong y Rao, 1996, Zhong y Rao, 2000).

(2.27)

Segun lo descrito, se ha de resolver el problema de maximizar (2.22) sujeta
a las restricciones (2.27). Como las restricciones

> ics, Pri = Wa, Y h={1,... L},
(2.28)

S ics, PhiXni = Wiy, ¥V h={L,... L},
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son equivalentes a las dadas en (2.27), el problema se resuelve buscando las

cantidades
xp, h=A{1,...,L}, (2.29)

tal que >, WX, = X y maximizando (2.22) sujeta a las nuevas restricciones
(2.28). Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, la solucién
que se obtiene es

. Whdp
i = = 2.30
Ph dh + )\Z(Xhi — Xh) ( )
donde A\, para h = {1,..., L}, se obtiene de la ecuacién
i ( Xm — Xn)
—0, 2.31
Z dp + A}, (Xni — Xn) ( )

lES

y dp = ZiESh dp;. Sabido esto, el valor maximo para la funcién (2.22) es

Z Z dnilog(pni) =

h 1€sp
= —> > dpilog [dy + N, (xni — Xn)] + (2.32)
h i€sp
+ Z Z dpi [log(dp;) + log(Wy,)] . (2.33)
h 1€sp

Como (2.33) es constante, se puede maximizar (2.32) respecto a Xp, y bajo la
condicién ), Wj,X, = X. Notamos que A, es una funcién que depende de Xj,.
Usando de nuevo el método de Lagrange, se tiene

l(il,...,iL, ZZd}wlog dh—l—)\h(X}n —t (ZWhXh—_> .

h i€sy
Tomando derivadas respecto a X; e igualando al vector de ceros se obtiene

ON,
{8 h(Xm —Xp) — AZ]

N ; dy + N, (Xni — X)

—t'W, = =\, —t'W,, =0,

y por tanto \! = W,t". La expresién (2.31) puede expresarse como

dhz Xm - Xh)
=0. 2.34
Z dh + Wht Xhz — Xh) ( )

1€sp

Debido a estos desarrollos, puede emplearse el siguiente algoritmo para la
busqueda de los pesos pn; necesarios para obtener el PEMLE en muestreo
estratificado.
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Algoritmo 2.2

Paso 1. Fijar un vector t y obtener las cantidades ®,, h = {1,..., L}, solu-
ciones de la expresion (2.34).

Paso 2. Si ), Wyx), = X, se calculan las cantidades Dy; segin (2.30), donde
A = Wit. En caso contrario, elegir otro t y volver al paso anterior.

Una vez que hemos calculadas las cantidades py;, coni € s,y h = {1,..., L},
mediante el algoritmo anterior, el PEM LE esta dado por

L

/y\PE = Z Zﬁhﬂ/hi-

h=1 iesh

Se deben de tener en cuenta las siguientes observaciones cuando se aplica el
Algoritmo 2.2:

= Las cantidades X;, se pueden ver como funciones que dependen de t,
segin la expresién (2.34).

= Se tiene que ), W;,X), es monétona respecto t. Esto es importante para
determinar las soluciones X, puesto que aumentando o disminuyendo el
valor t, es posible llegar facilmente a ellas.

= La unicidad de la solucién esta asegurada como consecuencia de la mono-
tonia de ), Wj,X; respecto t.

Este algoritmo, que también ha sido descrito en Zhong y Rao (2000), es
mas eficiente cuando la variable auxiliar x es unidimensional, puesto que en
este caso puede encontrarse la solucion incrementando o disminuyendo el valor
de t, el cual es unidimensional. Cuando se tiene mas de una variable auxiliar,
buscar la solucién es un problema mas complejo al tener que aumentar o dis-
minuir un vector t. Ademads, el calculo de py; requiere resolver repetidamente
sistemas no-lineales de grandes dimensiones segin la expresién (2.34), y esto
en la practica es dificil de calcular. Por estas razones, se han buscado aproxi-
maciones alternativas, que sean eficientes y faciles de llevar a la practica tanto
si se dispone de una variable auxiliar como si son varias.

En Wu (2004b) se detalla el siguiente planteamiento que resuelve los in-
convenientes anteriores y se basa en la estrategia (G2).
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El objetivo que se persigue es poder aplicar el Algoritmo 2.1 de Chen et
al. (2002). Para ello, tanto la log-funcién de verosimilitud pseudo empirica
como las restricciones deben estar formuladas para el conjunto de los estratos,
esto es, todas deben tener dobles sumatorias. Para este propdsito, se tiene que
reemplazar la expresién (2.23) por otra similar formulada a nivel poblacional.

Sean las restricciones ;
Z Wh thi =1, (2-35)
h=1

SETS

S =1 h={l,...,.L—1} (2.36)

Manteniendo al margen (2.35), se combinan (2.36) y (2.24) anadiendo en el
vector de variable auxiliares L — 1 variables indicadoras para cada estrato. Esto
es, si Xp; = (Thit, - - -, Thip), se define

_ t
Zy, = (1707-~707$1z‘17---7$1¢P)7
_ t
Zy; = (Oala"'707x2i17"'aIQiP)7
_ t
Z(L-1)i — (0707--'7171’@71)1'17-“ax(Lfl)iP)a
_ t
Zi;, = (0707"'7071'[/2'17"'7xLiP)7

vZ = Wy,...,Wr_1,X1,...,Xp)t, siendo (X1,...,Xp)" = X. Asi, las re-
stricciones (2.36) y (2.24) se pueden combinar mediante la restriccién

Z Wh thlzhl = 4. (237)

1ES)

El problema de maximizar lA(p) sujeta a (2.23) y (2.24) es equivalente a maxi-
mizar [(p) sujeta a (2.35) y (2.37). Usando el método de los multiplicadores de
Lagrange a éste ultimo planteamiento, se obtiene
~ d;
DPhi = 1+ /\tUhZ‘ -
donde
, s u Z
hi — 7 ) hi = Zp; — 4,
Wy Zh:l Zi@h dpi

v A es solucién de

dhzuhz
Z o =0 (2.38)
h=1 i€sy, 1 + /\tuh

En esta situacion es posible aplicar el Algoritmo 2.1, estando garantizada la
convergencia a la tinica solucién, si tal solucion existe.
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Ejemplo 2.5 Estimadores bajo muestreo bifdsico.

Los estimadores comentados hasta el momento en esta seccion estan basa-
dos en un diseno muestral general y utilizan el vector media poblacional de
las variables auziliares para obtener las estimaciones. Cuando este vector es
desconocido, ni los estimadores de verosimilitud empirica ni cualquier otro
estimador basado en informacion auxiliar puede ser utilizado, puesto que la
mayoria de éstos se construyen con ayuda de X para mejorar la precision en
la estimacion de pardmetros de la variable de interés. Véase, por ejemplo,
Cochran (1977) y Sdrndal et al. (1992) para consultar los numerosos esti-
madores en la literatura del muestreo de poblaciones finitas que hacen uso de
la informacion auxiliar.

En la situacion anterior, donde tan solo se conocen los datos muestrales
de las variables auziliares, es necesario estimar X o intentar dar una buena
aprozimacion mediante alguna técnica o recurso. El muestreo bifasico (también
denominado muestreo doble o en dos fases) permite estimar estas cantidades
desconocidas y por tanto, es posible utilizar todos los métodos basados en infor-
macion auxiliar. En el Apéndice B puede consultarse una completa definicion
del muestreo bifdasico y una lista de los principales conceptos de este diseno
muestral.

De este modo, en este ejemplo resuelve el problema de la estimacion de
parametros lineales en muestreo bifdsico con disenos muestrales arbitrarios en
cada una de las dos fases y aplicando el método de verosimilitud empirica.

En muestreo bifdsico, el método de verosimilitud empirica puede ser apli-
cado como sigue. El PEM LE viene dado por

Upm = Zﬁzyz (2.39)

€S

donde los pesos p; mazimizan la log-funcidn de verosimilitud pseudo empirica

Up) = dilog(p:) (2.40)

1€ES

sujeta a las restricciones

Y pi=1 (p>0) (2.41)

> pu=0 (2.42)



donde para todo i € s, d; = dd;/s, y u es una funcion que depende de y y de
los valores de x obtenidos en la muestra de la primera fase, s'. Ademds, esta
funcion ha de verificar

Asumiendo relacion lineal entre y y x, es usual considerar w, = ¢, — ®, y la
restriccion (2.42) se puede expresar como

Zpimi = %Z% =7,

€S ies’
que viene a indicar que si los pesos que van a se estimados se ponderan sobre
los datos muestrales del vector de variables auxiliares de la sequnda fase, se
obtendrd la cantidad @, es decir, la media muestral del vector de las variables
auxiliares obtenida a partir de la muestra de la primera fase. De ahi la impor-
tancia de realizar un gran esfuerzo para obtener una buena estimacion para X
con los datos de la muestra de la primera fase.

La solucion del problema planteado se resuelve por el método de los multipli-
cadores de Lagrange, obteniendo como solucion para todo i € s las cantidades
_ 4
IR

~

Di

donde ,
d* = di _ _ didys
' Zjes dj ZjES d; ils'

y X es el vector de multiplicadores de Lagrange que se obtiene de la ecuacion

du’
>
1+ M

€S

2.2.2. Propiedades teodricas

En esta seccién se describen las propiedades asintoticas mas importantes
de los estimadores de verosimilitud empirica basados en el diseno muestral.
En primer lugar, se describen las propiedades tedricas mas importantes del
estimador de verosimilitud empirica propuesto en Chen y Qin (1993) ba-
jo muestreo aleatorio simple. A continuacién, se demuestra la relacién que
tiene el PEM LE con los conocidos estimadores de regresion. Esta seccion de
propiedades se completa con el estudio de los estimadores de verosimilitud
empirica en muestreo estratificado y su relacién con otros estimadores.
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Propiedades en muestreo aleatorio simple

A continuacién se estudian las propiedades asintéticas del estimador de
verosimilitud empirica descrito en Chen y Qin (1993). Asumamos muestreo
aleatorio simple, donde el tamano de la muestra, n, y el tamano de la poblacién,
N, tienden a infinito cuando un cierto indice, v, tiende a infinito, es de-
cir, existe una secuencia de poblaciones finitas indexadas por v, donde m, =
{(z1,,v1,),---,(xN,,yn,)} v €l tamano poblacional N, tiende a infinito. Por
comodidad, se suprime el indice v siempre que sea posible y se considera solo
una variable auxiliar. Sea

1 N 1 N
2 E 2 2 E 2

0oy = N1 > (2= X)(yi — Y
i=1
Y T,7, s, sz Y Szy sus correspondientes versiones muestrales. Se considera que

.2 . . . N .
la funcién de calibracién satisface > ;" u; = 0 y se tiene que

(yi —Y)u;.

-

I
—

R 1
2 _ 2 _
““_N—1Zi:1““ v T N1

(2

La media poblacional de variable de interés se estima a través del estimador
UL = D ics Divi- Los siguientes teoremas pueden ser definidos.

Teorema 2.1 Suponiendo que cuando v — oo, el tamano poblacional N, el
tamano muestral n, y N — n tienden a infinito, y

1 [& 1 [
N{Zluz!?’}, N{Z|yz|3}>
=1 1=1

tienen una cota superior independiente de v, entonces se verifica

U= 1) v,

Oy

nl/z(
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La demostracion de este resultado puede consultarse en Chen y Qin (1993).
Una consecuencia importante que puede observarse de este teorema es que a
mayor correlacion entre u e y, mayor serd la ganancia en precision. Se demues-
tra que la eficiencia asintotica del método es equivalente a la del método de
regresion.

En la préctica, la cantidad o2 es desconocida, con lo que se tiene que
buscar un buen estimador. Una alternativa es la estimacién de az,ayu y o2
por separado, aunque para tamanos muestrales moderados trabaja mejor el
estimador jackknife para la varianza. En el siguiente teorema, debido a Chen

y Qin (1993), se demuestra que el estimador jackknife es un buen estimador

2
para o;,.

Teorema 2.2 Bajo las mismas condiciones del Teorema 2.1, si Yg(—J) es el
estimador cuando la observacion j-ésima es eliminada y

8?] = <1 - %) (n—1) Z(?EL(_j) _/y_\EL)27

entonces,

Propiedades para un diseno muestral general

En lo que sigue, se asume una sola variable auxiliar y la funcion de cali-
bracién u; = x; — X. Consideremos también las siguientes condiciones

(C2.1). u* = mazic,|u;| = 0,(n'/?),

D ics At

2.2).

= 0,(n"'?).

El siguiente teorema, debido a Chen y Sitter (1999), puede establecerse

Teorema 2.3 Bajo las condiciones (C2.1) y (C2.2), el PEMLE deY cuando
X es conocida, es asintoticamente equivalente al estimador de regresion gene-
ralizado (GREG). Es decir,

T, X
Zies d: (IZ - Ew)
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Yonrse = Z&;yi, di =

€S

. _ .4

€S €S

7—d, [1 () — T) (T — X)

Las condiciones (C2.1) y (C2.2) deben satisfacerse para que este teorema
pueda establecerse. Sin embargo, esta condiciones no son muy restrictivas y
los disefios muestrales mas conocidos las satisfacen. En Chen y Sitter (1999) se
demuestra como estas condiciones se cumplen en tres disenos comunes, como
son, el muestreo con probabilidades proporcionales al tamano con reemplaza-
miento, el método de Rao-Hartley-Cochran y el muestreo por conglomerados.

Un punto importante es la estimacion de la varianza del estimador EPE.
Segin el Teorema 2.3, resulta evidente que cualquier estimador de la vari-
anza consistente para §G rEG sera consistente para el PEMLE. Aunque esto
es asintoticamente valido, no es atractivo usar un estimador de la varianza
del GREG para estimar la varianza del PEM LE. Una 6ptima alternativa es
aplicar estimadores de la varianza remuestreados, tales como jackknife, boot-
strap y replicaciones de muestras repetidas balanceadas (ver Shao y Wu (1989,
1992), Chen y Qin (1993) y Shao (1994)) sobre 7 pp, recalculando p; en cada
remuestra.

Propiedades en muestreo estratificado

La primera propiedad del PEM LE en muestreo estratificado se basa en el
Teorema 2.3.

Corolario 2.1 Bajo las condiciones (C2.1) y (C2.2) se tiene

L % —
=~ _ Dhet ZiESh dpi(Thi — Tw)Yni ,_ - —1/2
YpE = Yuw — 17 - — > (T — X) 4+ 0p(n™77)
> h=1 Ziesh dpi(Thi — Tu)
donde
L L
n=D m s Tu= ) dim
h=1 h=1 i€sp,
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N, , i
Lw = Z Z dypitni Yy dy =

i3 .
h=1 i€sy, thl ZjESh dhj

Considerando muestreo aleatorio estratificado, es decir, cuando dy; = Nj,/np,
la expresion anterior se reduce a

L _

~ _ Wi xh — Tst)Yni/M _

U Yot — thl Lo, Wil _t)yh fmn (Tot — X) +0,(n1?) =
STt i, Walons = Tt

71/2)

YpPE =

Y

=Yorec + op(n
donde

L L
To=D Wil v Tu=» Wil
h=1 h=1

Esta no es la mejor aproximacién posible, puesto que se sabe que el es-
timador de regresion éptimo (ORE), definido en Rao (1994), funciona mejor
que el GREG en muestreo estratificado. Por este motivo, en Chen y Sitter
(1999) se busca una mejor aproximacion. En el siguiente corolario se relaciona
el PEMLE con el ORE bajo muestreo aleatorio estratificado. Para ello, se
asume que existe una secuencia de poblaciones finitas indexadas por v, tal que
cuando v — oo se verifican las condiciones

(C2.3). 0<¢; <SF  Wyo? < ¢y < 00,

(C2.4). max{n, ' W,} = O(n™1),

(C2.5). N30 2 lawl® = O(1),

(C2.6). Nt 25:1 Zﬁl |?th'|3 =0(1).

Corolario 2.2 Bajo muestreo aleatorio estratificado y las condiciones (C2.3),

(C2.4), (C2.5) y (C2.6), el PEMLE deY, cuando X es conocida, es asintdtica-
mente equivalente a %, esto es, Ypp = U + 0,(n~Y2), donde

I 5 | 3 Dicsy (Thi — Tn)Ynifmn -
Yt = Yt — i3 ~ \2 (xst_X),
> het Wh 2 ics, (@hi — Tn)? [
y las cantidades ), estin definidas en (2.29). Cuando L permanece finito,

Th — Tp = Op(n"Y2) y el estimador Tpp €s asintéticamente equivalente al
estimador lineal éptimo dado en Rao (1994).
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Asumiendo otros disenos muestrales en cada estrato, las comparaciones con
respecto otros estimadores son demasiado dificultosas y se ha de recurrir a la
simulacién para realizar las comparaciones.

En este caso, la estimacién de la varianza se obtiene también a través
de estimadores de la varianza remuestreados. En Chen y Sitter (1999), se
demuestra que bajo muestreo aleatorio estratificado el estimador de la varianza
jackknife para el PEM LE es consistente.

2.2.3. Estimadores modelo-calibrados

Una de las restricciones considerada en los estimadores de verosimilitud
empirica viene dada por
Zpiui =0, (2.43)
€S

donde u; = u(y;,x;) y u(-) es una funcién conocida de y y de x que verifica

1 N
=Y w=0. (2.44)
N =1

Asumiendo una relacién lineal entre la caracteristica de interés y el vector
auxiliar de variables, se utiliza frecuentemente la expresiéon u; = x; — X, v se
plantea la cuestién de como efectivo es el uso que se estd haciendo de la infor-
macién auxiliar. Si tal relacion no es lineal, los estimadores de verosimilitud
empirica obtenidos a partir de la expresién u; = x; — X pueden resultar inefi-
caces y surge, por tanto, el problema de encontrar una funciéon de calibracién
apropiada para los datos del estudio, es decir, que se adapte a cada situacién
para poder usar la informacién auxiliar de la mejor manera posible. Una al-
ternativa eficiente para resolver este problema es el uso de los estimadores
modelo-calibrados, los cuales estan basados en modelos de superpoblacién.

Recientemente, en la literatura del muestreo se estan utilizando a menudo
estimaciones que no estan basadas en el diseno muestral, sino que dependen de
un determinado modelo de superpoblacién que relaciona la variable de interés
a través de las variables auxiliares. Tales procedimientos son los estimadores
basados en modelos y los estimadores modelo-calibrados. Con la apariciéon de
los modelos de superpoblacion la teoria de muestreo tuvo un gran empuje pues
se le doté de un instrumento muy valioso que permitié obtener resultados mas
concluyentes en la comparacién de estrategias y eventualmente producir es-
trategias optimas en varias situaciones. Ejemplos e informacién sobre modelos
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de superpoblacién pueden consultarse, por ejemplo, en Godambe (1955), Go-
dambe y Thompson (1973), Cassel et al. (1976), Pérez (2002) y Sanchez-Crespo
(2002).

Los estimadores modelo-calibrados estan propuestos en Wu y Sitter (2001a),
y se obtienen adaptando un modelo de superpoblacién, y a continuacion, usar
los valores estimados mediante este modelo en la etapa de estimacion. Asi,
se obtiene una funcion eficiente de calibracién, y ademas es posible encontrar
la mejor funcién u(-) en el sentido de minima esperanza bajo un modelo de
superpoblacién de la varianza asintotica basada en el diseno.

Los valores u; pueden expresarse como

N
1
U, =w; — —= E Wi,
N
i=1

donde w; es una funcién conocida. Es facil demostrar que bajo esta situacion
también se verifica (2.44), y por tanto, se cumplen las condiciones necesarias
para aplicar la metodologia de verosimilitud empirica. Operando en la restric-
cién (2.43) se llega a la restriccién alternativa

N
> piwi = %Zw (2.45)
] =1

que es la que suele usarse en los estimadores modelo-calibrados de verosimili-
tud empirica. Por tanto, el problema de buscar unos valores éptimos u; para
obtener estimadores mas eficientes, es similar al de encontrar la cantidades wy;,
para i € s.

La idea de definir estimadores éptimos bajo un modelo y asumiendo el
criterio de minima esperanza bajo un modelo de superpoblacién de la varianza
asintotica basada en el diseno ha sido discutida por diversos autores, véase,
por ejemplo, Godambe (1955), Godambe y Thompson (1973) y Cassel et al.
(1976).

Un primer estimador modelo-calibrado surge cuando se asume el siguiente
esquema asintoético. Existe una secuencia de poblaciones finitas indexadas por
v. El tamano poblacional y el tamano muestral para la poblaciéon r-ésima se
denotan como N, y n,. Cuando v — oo, N, — oo y n, — oo. El indice v se
suprimird para simplificar notacién. Por ejemplo, véase Isaki y Fuller (1982)

para un mayor detalle de este esquema asintético. Por ultimo, sea y1, y2, . . ., Yn
una muestra aleatoria de un modelo de superpoblacién £ tal que
Ee(yi) = i, Vely) =07, i={1,2,...,N}, (2.46)
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Y Y1,Y2, - .., yn son independientes entre ellos. F¢ y Ve denotan la esperanza y
la varianza bajo el modelo de superpoblacién.

Sea yc,, el estimador de verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrado

de Y cuando se usa Cy, = {w;, Wy,..., Wy} en la restricciéon (2.45) y L* un
conjunto de secuencias Cy, = {W1, Wa, ..., Wy} que verifican
L N 1N
N Z(Wi)G =0(1) vy N Z(Wi)Q — ¢ # 0 cuando N — ooc.
i=1 i=1

Estas condiciones sobre la secuencia C, € L* no son muy restrictivas y se usan
para facilitar las demostraciones. Asumiremos que {p1,...,uy} € L*.

Se dice que un diseno muestral es regular si el diseno que resulta de un
tamano de muestra indexado tiene probabilidades de inclusién 7; y m;; inde-
pendientes de la caracteristica y; dada x;, y ademas satisface las siguientes
condiciones:

(C2.7). mazics (%) —0(1).

N

1 1

(C2.8). N Z diw; — N Z w; = O,(n~"/?) para cualquier secuencia de fun-

i€s i=1
ciones (Wy,...,wy) € L*.

En Wu (2003) se demuestra que entre todas las clases de estimadores yc,,
con Cy = {wy,ws,...,wn} € L*, el valor C,, = {1,..., un} como variable
de calibracién en (2.45) minimiza E¢[AV,(yc,, )] bajo el modelo (2.46) y para
cualquier diseno muestral regular. AV,, denota la varianza asintética bajo el
disenio. Asi, el estimador de verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrado
(MCPE) que presenta la propiedad arriba comentada, se construye tomando
W, = j1;, 0 lo que es lo mismo, tomando u; = p; — N ! Zl]\il ;. Sustituyendo
estas cantidades u; en las expresiones (2.12) y (2.13) se obtiene un primer esti-
mador de verosimilitud empirica basado en la aproximacion modelo-calibrada.

Otra alternativa para construir estimadores modelo-calibrados es asumir
que Yi,%s,...,Yyn €s una muestra aleatoria de un modelo de superpoblacién
semiparamétrico & tal que

Ee (yilxi) = i = p(x4,0) ., Ve (yilxi) = 1/2-202, i={1,...,N}, (2.47)

donde 6 = (0y,01,...,0p)" y 0% son pardmetros poblacionales desconocidos,
i (x,0) es una funcién conocida de x y de 6, v; es una funcién conocida de
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x; o bien de p; = p(x;,60) v E¢ y Ve denotan la esperanza y la varianza
con respecto al modelo de superpoblacion. Ademds, se asume que los pares
(y1,%1); (y2,X2); - - - ; (Yn, Xn) son mutuamente independientes.

Este modelo es bastante general, e incluye dos casos muy importantes:

1. El modelo de regresion lineal o no lineal
’inILL(Xi,H)—l-ViEi ZI{L,N},

donde ¢; son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con F¢(e;) = 0, Ve(e;) = 0% y v; = v(z;) una funcién conocida
y estrictamente positiva que depende de x;.

2. El modelo lineal generalizado

g(:ui> = Xf@ ‘/%(y2|xl) = V(Ni) L= {17 s 7N}7

donde p; = E¢(yi|x;), g(-) es una funcién de enlace y v(-) es la funcién
varianza.

Los verdaderos parametros del modelo son desconocidos, aunque pueden
estimarse mediante cualquier método basado en el diseno. Asumiendo una
aproximacién basada en el modelo, la dupla (y;,x;) con i € s puede verse
como una muestra independiente idénticamente distribuida del modelo de
superpoblacion. Los parametros 6 se pueden estimar usando procedimientos
estandares. Bajo el enfoque basado en el diseno, los datos muestrales pueden
no seguir la misma estructura del modelo que la poblacion finita completa bajo
un esquema muestral complejo, y € puede carecer de sentido desde el punto
de vista del disenio. En este caso, ¢ se reemplaza por 6y, una estimacion de 6
basada en los datos de la poblacion completa. 6 se reemplaza entonces por 6,
una estimacion basada en el disefio de los datos muestrales (véase Godambe y
Thompson, 1986).

Asumiendo el modelo (2.47), el estimador de verosimilitud pseudo empirico
modelo-calibrado se construye tomando w; = pu(x;,0). Los valores u; vienen
dados por u; = fi; — N1 Zfil f;, donde fi; = p(x;,0). Considerando estas

cantidades en las expresiones (2.12) y (2.13) se obtiene el MCPE.

Al igual que ocurre bajo el primer MCPFE que se ha definido, en Wu
(2003) se demuestra que entre todas las clases de estimadores y¢,,, donde
Cw = {wi,wa,...,wn} € L* el valor C, = {u(x1,0),...,p(xn,0)} como
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variable de calibracién en (2.45) minimiza E¢[AV,(yc,, )] bajo el modelo (2.47)
y para cualquier diseno muestral regular.

A continuacién se resumen las observaciones mas importantes sobre los
estimadores de verosimilitud empirica basados en una aproximacion modelo-
calibrada.

1. En Wu y Sitter (2001a) se demuestra que reemplazar 6 por 0 en Wi =
p(x;,0), no cambia asintéticamente el estimador resultante.

2. Con probabilidad tendiendo a uno, el MCPFE existe y se puede calcular
usando el algoritmo 2.1 de Chen et al. (2002).

3. El uso efectivo de la informacién auxiliar depende los los parametros
estimados y de la relacién entre la variable respuesta y las covarianzas.
Por tanto, usar la calibracion sobre las variables auxiliares sin un estudio
exhaustivo previo no es usualmente una buena aproximacion.

4. FEs sabido que para una relacién lineal entre y y el vector de variables
auxiliares, se toma u; = x; — X para la construccién del PEMLE. En
esta situacion, el PEMLE y el MCPE son asintéticamente equivalentes
si se considera Ji; = x%f como variable de calibracién para el cdlculo de la
aproximacién modelo-calibrada. La demostracion de este resultado puede
consultarse en Wu y Sitter (2001a).

5. Si la relacién entre y y x es lineal, tan sélo el conocimiento de X es
suficiente para obtener estimadores eficientes para la media o el total
poblacional. Si dicha relaciéon no es lineal o el pardmetro de interés no
es una funcion lineal, una informacion auxiliar completamente disponible
y/o més datos sobre el modelo son esenciales para una estimacién 6ptima.

6. Aligual que se ha comentado anteriormente, las cantidades p; son positi-
vas. Esta propiedad no se cumple ni en los estimadores de calibracion ni
en calculo del GREG y juega un papel muy importante en la estimacién
de otros parametros de interés en el muestreo, como son la funcién de
distribucién, cuantiles, varianza y otras funciones cuadraticas.

2.2.4. Propiedades teodricas

Sea el esquema asintdtico siguiente: se asume que existe una secuencia de
disenios muestrales y una secuencia de poblaciones finitas indexadas por v. El
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tamano muestral n, y el tamano poblacional IV, se aproximan a infinito cuando
v — 00.

Las condiciones siguientes son necesarias para poder aplicar el Teorema
2.4.
(C2.9). 8=0y+0,(n"2)y by — 6.

a:u(xia t)

C2.10). P da x;,
( ). Para cada x 5t

es continua en t y

ot
para t en un entorno de 8, y N"' SN h(x;,0) = O,(1).

‘L(X“w‘ < h(x;,0)

(C2.11). Los pesos bésicos muestrales, d; = m; ', hacen que los estimadores
de Horvitz-Thompson para ciertas medias muestrales estén asintotica-
mente normalmente distribuidos.

N
1
(C2.12). u* = maxic,|u;| = 0,(n"/?), donde u; = pu(x;, o)~ > p(xi,0y).
=1

Zi S diui

Z,e duz Op(nl/z)-
i€s v

(C2.14). h* = max;es|hi| = 0,(n), siendo h; = h(x;,0n).

(C2.13).

El siguiente teorema puede establecerse.

Teorema 2.4 Bajo el esquema asintotico descrito y las condiciones anteriores
(C2.9)~(C2.14), se tiene que

Yvmcre = Ymc + Op(”71/2>7

donde §Mc es el estimador modelo-calibrado para la media obtenido mediante
el modelo de calibracion y cuya expresion viene dada por

N
—~ ~ 1 1 ~
Yvc =Y - i — — d;Ji; ¢ By,
Yvc = Yur + {N ;:1 ti = ;es 0 } N

con

ZiES dl% (ﬁl - ﬁ)Q 7 ZiES szZ ZiES dlql

Las cantidades q; son constantes positivas.
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Puesto que y,,-pp €s asintéticamente equivalente al Yycs las mismas ex-
presiones de la varianza y del estimador de la varianza de ¥,,~ pueden usarse
para y,,cpp- Estas varianzas asintéticas basadas en el diseno vienen dadas por

N 2
~ 1 U, U,

i<j
donde 7;; son las probabilidades de inclusion de segundo orden, U; = y; —1; By,
pi = p(xi, 0n),

N =

N _ = N
> s Gl — fin)(yi = Y) § Ty — 1 S
N — N — v
> i1 Gi(pi — By )? N i=1
Un estimador para esta varianza viene dado por
V@ )_Li”ﬂj—% w_u\’
Ymcere) = 7 - P moom)
1<)
donde u; = y; — /LEN

Estas varianzas asintéticas y la demostracién del teorema se pueden con-
sultar en Wu y Sitter (2001a).

Aunque estas aproximaciones son asintéticamente véalidas, resulta mas atrac-
tivo usar estimadores de varianzas remuestreados sobre el MCPE.

2.3. Tratamiento de datos faltantes

En esta seccion se propone un estimador para la media poblacional cuando
algunas observaciones de la variable de estudio o de las variables auxiliares
estan perdidas en la muestra. El nuevo estimador es valido para cualquier
disenio muestral con probabilidades desiguales y esta basado en el método de
verosimilitud empirica. Este estimador se compara con otros conocidos esti-
madores en un estudio empirico.

2.3.1. Introduccion

En la practica, es comin el uso de informacion auxiliar poblacional en la
etapa de estimacion. Esta técnica tiene muchas ventajas. Por ejemplo, una
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adecuada informacién auxiliar puede producir una reduccion considerable en
el sesgo y el error muestral.

Cuando una o mas variables auxiliares correlacionadas con la variable de
estudio estéan disponibles, el método de calibracién (Huang y Fuller, 1978, Dev-
ille y Sarndal, 1992) y el método de verosimilitud pseudo empirica (Chen y Qin,
1993, Chen y Sitter, 1999, Wu y Sitter, 2001a, Wu, 2002) pueden usarse para
estimar el total poblacional, la media poblacional, funciones de distribucion y
cuantiles. Ambos métodos usan informacion auxiliar de una o mas variables
auxiliares.

Generalmente, estas técnicas proporcionan estimadores que son mas efi-
cientes que los estimadores tradicionales, tales como el estimador de Horvitz y
Thompson (1952) y el estimador tipo Héjek para la media (Rao, 1966, Basu,
1971, Sérndal et al., 1992). Sin embargo, el método de verosimilitud empirica
asume respuesta completa sin valores perdidos, esto es, se asume que ninguna
unidad muestral falla para proporcionar informacion en las variables de estudio
y auxiliares.

La perdida de informacién es una propiedad comun en las investigaciones
por muestreo. Esta perdida de informacién puede ocurrir por varias razones.
Los individuos muestreados pueden negarse a participar en el estudio, los en-
trevistadores no puedan contactar con los individuos del estudio, perdida ac-
cidental de informacion, etc. En esta seccién, se asume que si hay falta de
respuesta, ésta es uniforme. Tratar con datos faltantes en una investigacion
por muestreo no es un asunto relativamente sencillo. Existen una gran var-
iedad de métodos para usar en el caso de existir valores perdidos en los datos
muestrales.

Ante la presencia de datos faltantes, la solucién mas simple es eliminar las
unidades con falta de respuesta y aplicar el método de verosimilitud empiri-
ca a las unidades restantes. Sin embargo, este método, el cual Rubin (1987)
llamé analisis de casos completos, puede producir sesgo en las estimaciones y
varianzas muestrales més grandes (ver Rubin, 1987 o Little y Rubin, 1987).

La imputacion es otra técnica que puede usarse en los individuos con falta
de respuesta (Little y Rubin, 1987, Rao y Toutenburg, 1995, Sarndal, 1992).
La imputacién consiste en sustituir los valores perdidos por un valor adecuado.
Tratar los valores imputados como si estos fueran valores verdaderos y poste-
riormente usar el método de verosimilitud empirica puede dirigir a inferencias
no validas. Por ejemplo, la varianza puede resultar seriamente subestimada
cuando la proporcién de valores perdidos no es pequena (Rao y Shao, 1992,
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Sarndal, 1990, 1992). Ademads, en algunos encuestas realizadas por organis-
mos oficiales de estadistica (como por ejemplo en la Oficina de Estadistica
de Suecia) estd prohibida la imputacién como solucién al problema de datos
faltantes.

Otra opcién es intentar mejorar la precision de las estimaciones incluyen-
do los valores observados de la variable auxiliar donde la variable de estudio
estd perdida. Asi, aunque se tenga un valor perdido para y, el valor de x es
observado y utilizado en el proceso de estimacion.

Los estimadores de tipo razén, diferencia o producto también asumen re-
spuesta completa. Algunos autores han definido estimadores de tipo razén en
presencia de datos faltantes. Estos estimadores solamente han sido definidos
para una clase limitada de disenos muestrales. Por ejemplo, Tracy y Osahan
(1994), Toutenburg y Srivastava (1998, 1999, 2000) desarrollaron estimadores
de tipo razén para muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento.

En esta seccién se propone modificar el estimador de verosimilitud pseudo
empirica (PEMLE), el cual puede obtenerse bajo cualquier diseno muestral
con probabilidades iguales o desiguales. El estimador propuesto usa toda la
informacion muestral recogida para la variable de estudio y una variable aux-
iliar x, esto es, el estimador propuesto es funcién de los valores de x para las
unidades con datos y perdidos, y funcién de los valores de y para las unidades
con valores x perdidos.

Se considera la situacion en la cual para algunos individuos existen obser-
vaciones perdidas en una de las caracteristicas, pero no en la otra, es decir, la
perdida de informacién se produce para ambas caracteristicas separadamente,
pero no simultdneamente. De este modo, sea p (p > 0) el nimero de unidades
que responden a x pero no a ¥, es decir, asumimos que tenemos p datos perdi-
dos para la variable y. También se tiene informacién auxiliar incompleta, esto
es, ¢ (¢ > 0) unidades muestrales responden a y pero no a x. Notamos que
p vy ¢ son numeros enteros. Asi, se tiene un conjunto de n — p — ¢ unidades
(p + g < n) que responden a ambas variables y y x. Con este esquema, los
datos muestrales presentan la siguiente estructura

Y ... Yn—p—g | perdido ... perdido | yp—qy1 ... Yn
Tl oo Tpepgq | Tnop-gtl --- Tn—q perdido ... perdido
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Sean los tres siguientes conjuntos disjuntos de unidades muestrales

sa = {i € s|z;,y; no estan perdidos},
sp = {i € s|x; no estd perdido, y; esta perdido},
se¢ = {i€ s|y; no estd perdido, z; estd perdido}.

Asumiendo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, Toutenburg y
Srivastava (2000) propusieron cuatro estimadores para la media poblacional
de y:

Ur1 = ?A[(n_z()n__qqx o } (2.48)
Urs = ?A[(n ;n:]q$ — } (2.49)
T [((n p—q)x<n+_pr;( ((n — ) — )7 +qy )}7 (2.50)
= [ ) 231

donde ¥* y @ son las medias muestrales basadas en s;, con i = A, B, C.

Los estimadores ¥,y y Ypo dependen de las muestras s4 y sp, y no de-
penden de la muestra s¢. Sin embargo, Yps v Yy dependen de las muestras
Sa, Sp Y Sc. Toutenburg y Srivastava (2000) demostraron que ninguno de es-
tos estimadores es uniformemente superior a otro. Una eleccion apropiada del
estimador requiere el conocimiento de parametros poblacionales.

Rueda y Gonzélez (2004) propusieron varios estimadores que pueden usarse
bajo cualquier diseno muestral en la presencia de datos faltantes. Estos esti-
madores estan basados en métodos razén, diferencia y regresiéon. Por ejemplo,
el estimador siguiente es asintéticamente insesgado, bajo muestreo aleatorio
simple es asintoticamente normal y es mejor, en el sentido de error cuadratico
medio, que el resto de estimadores propuestos.

= ~ ~ Covics, (x,y ~ o
YReg = aregy}?lTJf(l—areg)yHTJr/\e—A() [X <5reg$ﬁT + (1 _ ﬁreg)xﬁTﬂ 7
Vares,(x) .

donde 7 v T son los estimadores de Horvitz-Thompson (1952) basados
ens;, (i = A, B,C), @z‘em (x,y) v @”ies/; () denotan los estimadores de
la covarianza y varianza basados en s4. Véase Rueda y Gonzélez (2004) para
consultar los valores éptimos Qi.c, ¥ @69.
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2.3.2. Estimador propuesto

Sean los siguientes estimadores de tipo Hajek. Propiedades de este esti-
mador estan descritos en Rao (1966), Basu (1971) y Sérndal et al. (1992).

Ja=> dfy 5 gl => dTy o gaS= > di%y; (253

€54 1€ESC i€saUsc
—A Ax . -B __ Bx* . —~AB __ ABx . .
z,, = E 'z, 5 Z, = E A7z,  T,0 = E d; " g, (2.54)
1€ES A 1ESB i€EsaUsp
con
A B C
JA — d; dB* — d; dc* = _ 4 (2.55)
[ Z dA ) i z dB ) i Z dc> .
JEs1 I JjEsp J j€sc g
AB dAB AC dAC
* ) R S
di - Z dAB ) dz - Z dAC’ (256)
jE€saUsp J j€saUsc J

dd =1/7, d? =1/x8, d° =1/7C, d?P = 1/x2P a?° = 1/xA°. (2.57)
Las cantidades 77, 72, 7¢, 748 y 1A son, respectivamente, las proba-
bilidades de inclusién de primer orden de las muestras s, sg, S¢, sS4 U S ¥
sS4 U Sc.

Cuando u; = 0 (sin usar informacién auxiliar), se obtiene p; = df y el esti-
mador de verosimilitud pseudo empirico (PEM LE) coincide con el estimador

de tipo Hajek dado por ), d;y;. Este estimador no usa la variable auxiliar
x.

Sea el PEMLE de Y dado por
1ESA

icoa d?log p sujeta a

dopt=1 (0<pt <), (2.58)

1ESA

donde p? maximiza I(p?) = >

> piui=0. (2.59)

ASED

Considerando el método de multiplicadores de Lagrange, p2* estd dado por

d

]

m, for ¢ € Sy, (260)

~A
pi =
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donde el vector de multiplicadores de Lagrange, A4, se obtiene de la ecuacién

A,
o 2.61

1€ESA

El estimador 74, no usa la informacién de la muestra sp y sc. A conti-
nuacion se define un PEM LE que considera la informacion de s4 y sg. Como
la variable de interés contiene n — p — ¢ valores, el nuevo vector de pesos pi?
debe definirse con dimensién n — p — ¢. Asi, el nuevo estimador esta dado por

—A ~A
U = > 0",

1€SA

donde p2 (i € s4) se obtienen como P2 (el cual tiene dimensiéon n — p — q),
aunque en este caso se usa el vector de multiplicadores de Lagrange A\4Z. el
cual estd basado en las muestras s y sp, en la expresién (2.60). A2 se obtiene
de (2.61) después de sustituir d; por d'? en (2.61).

Pueden usarse otros métodos como el de imputacion para obtener el PEM LE
basado en las muestras s4, y sp, aunque estos no estan relacionados con el
método de verosimilitud empirica.

Aunque 748 parece mejor estimador que 74 al usar informacién de las
muestras s4 y sp, este estimador no resulta apropiado porque las condiciones
/\AB . /\AB . . .
Yicsa Di” =1 Xies, Piui = 0 no se cumplen. El estimador no queda bien
construido y las ventajosas propiedades del método de verosimilitud empiri-
ca no sostienen. En el estudio empirica de la Secciéon 2.3.4 se confirma este

comentario.

Desafortunadamente, el estimador propuesto 7%, no usa informacién de
la variable de estudio y proporcionada por la muestra sq. Para resolver este
problema, se propone una clase de estimadores que usan toda la informacién
de la variable y incluida en las muestras s4 y s¢ (véase también Rueda et al.,
2006b). Esta clase viene dada por

gPEa = Oé@]éE + (1 - Cl’)gg, (262)

donde a es una constante debidamente escogida que verifica 0 < a < 1.
En la Seccién 2.3.3, se proponen valores apropiados para a. El estimador <
estd definido en (2.53).

Se observa que si a = 1, el estimador resultante es 74, y por tanto, este
estimador esta incluido en la clase ypp,-
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Cualquier estimador de esta clase usa toda la informacién disponible de las
muestras s4 v S¢ sin usar técnicas de imputacién. Los valores de x de la muestra
sp 1o se usan para la estimacién. No obstante, los valores de la variable y estén
perdidos para i € sp. Incluir esta informacién en la clase considerando 742 en
lugar de 7%, empeoraria las estimaciones. En la Seccién 2.3.4, un estudio de
simulacion muestra que los estimadores de la clase propuesta son tan eficientes
como otros estimadores que usan informacion de cada muestra s4, sg v sc.

2.3.3. Propiedades teodricas

En esta seccién se demuestra que el estimador §pp, propuesto en (2.62) es
asintoticamente insesgado. La varianza asintética de §pp, también se deriva.

Sean las siguientes condiciones.

(C2.15). u™™ = maxe,, |ui| = 0,(n*/?).

Dics, diu
(C2.16). 5 € AdA ;= 0,(n'/?).

1€ESA
Estas condiciones fueron usadas por Chen y Sitter (1999), los cuales de-

muestran que varios disenos muestrales méds comunes las satisfacen. Dadas
estas condiciones, el siguiente resultado puede obtenerse.

Corolario 2.3 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), se tiene que

Upba = MWorpe + (1 — a)ys + Op(nfl/z) (2.63)
donde B
?éREG = ?ﬁ + (X — Eﬁ)b, (2.64)
con
> diry - yaT
b= . (2.65)
Z dA* . f 2
1€ESA
Demostracién

Chen y Sitter (1999) demostraron que Jpy es asintéticamente equivalente
a Jappe- Sabido esto, este resultado se sigue ficilmente. O
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Teorema 2.5 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), se tiene que

_A L —A2
YerEG = YGREG>

donde B
Yorne = U + (X —T5)B, (2.66)
con Coula.y)
ov(x,y
B=—177 2.67
Var(x) (267)
Demostracién

Para establecer este resultado, se asume que la poblacién finita envuelve
una secuencia de poblaciones donde n y N aumentan de modo que n/N — f
cuando n — oo y donde f es una constante.

Randles (1982) estudié el comportamiento asintético de algunas familias
comunes de estadisticos podia establecerse aunque algunos parametros vitales
en la formulacién del estadistico fuesen desconocidos. Este autor demostré que
si T,,(\) es una funcién de datos que usa el estimador A, el cual también es
una funcién de los datos que estima consistentemente el parametro A, entonces

~

T, (A) v T,,(\) tienen la misma distribucién limite y se verifica

W _y
87 F=A ’
donde pu(vy) = lim, o EA[Tn(7)] v la esperanza es considerada cuando el

verdadero parametro es A.

Sea T, () = v + (X — 74)y. Notamos que T, (b) = §Appe ha sido es-
tablecido en (2.64). Consideremos p(y) = lim,_.o E£,[T,(7)]. Notamos que
cuando 7 = B, el cual esta definido en (2.67), se obtiene u(B) = Y donde
Y = lim, .. V. Puesto () verifica

opM|  _
87 y=B ’
esto implica que ¥Arpe = Jokpe- Esto completa la demostracién. U

Usando el corolario 2.3 y el teorema 2.6 se obtiene
JpEa = 0YgEpe + (1 — @)y, (2.68)

el cual implica que ypg, es asintoticamente insesgado.
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Teorema 2.6 Bajo las condiciones (C2.15) y (C2.16), la varianza asintdtica
de Ypra esta dada por

AV (Gpra) = o? [V(52) + B2V (3) - 2BCou(g, 7]+
(1= )V (5S) + 2a(1 = @) | Cou(yd, 55) — BCov(a, 1S)]
(2.69)

Demostracion

La aproximacién (2.68) implica que la varianza asintdtica de ypg, esta dada
por

V(apdhpe+(1-0)is ) = 02V (5hpe)+(1-0)2V () +20(1-a)Cov(§hpe. 15)

(2.70)
Usando (2.66), la varianza de 4% pq €s
V(ithee) = V (vt + (X -2)B)
= V(i -aiB)
= V(yp) + B’V (z) — 2BCou(y;,, 7;)). (2.71)
El valor Cov(§8%ka,U5) es
Cov(Fghra: Tu) = Cov(iy, U) — BCov(Ty, Ty )- (2.72)

Asi de (2.70), (2.71) y (3.32), la varianza asintética de ypp, estd dada por
(2.69). El Teorema 2.6 se sigue facilmente. O

El estimador 6ptimo de la clase propuesta estda dado por el estimador
definido en (2.62) con un valor o que minimize la varianza asintética dada
por (2.69).

La varianza asintética (2.69) puede expresarse como

AV (fpga) = 2M* + (1 — )’ N* + 2a(1 — a)L*,

donde
MY = V(y,)+ B*V(z;) — 2BCou(y,, T,,), (2.73)
N* = V(gy), (2.74)
L* = Cou(y,,y,) — BCov(}, 7). (2.75)
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El valor a,p; que minimiza la varianza asintética es solucién de la ecuacién

OAV (Ypga)

= 2aoptM* — 2(1 — aopt)N* + 2(1 — 2aopt)L* = O,
804 a=opt

la cual implica
N* — L*

M* + N* — 2L+
Substituyendo a,,: en (2.69), se obtiene la varianza asintética mas pequena
dada por

(2.76)

Qopt =

AV (JpBayy,) = 0oy M* 4 (1 = opt)2N* + 205p(1 — ctop) L. (2.77)

opt

Desafortunadamente, el valor 6ptimo a,, depende de pardmetros pobla-
cionales desconocidos, los cuales pueden estimarse a partir de los datos mues-
trales.

Bajo muestreo aleatorio simple y muestreo estratificado, ) ... d;i = N, es-
to es, el estimador de Horvitz-Thompson y el estimador de tipo Hajek son
idénticos, y por tanto, los estimadores de las varianzas y covarianzas de las
expresiones (2.73), (2.74) y (2.75) pueden obtenerse facilmente. Una expre-
sién analitica para (2.73), (2.74) y (2.75) bajo muestreo aleatorio simple puede
encontrarse en Rueda y Gonzalez (2004).

Con estas estimaciones, puede obtenerse una aproximacion Qg de Qop.
Por lo tanto, la expresién del estimador propuesto viene dada por

UPEaoy = QoptTpp + (1 — Gopt )Ty - (2.78)

También es posible establecer la insesgadez asintética de ﬂpE%pt.

2.3.4. Propiedades empiricas

En esta seccién se comparan los estimadores propuestos con otros esti-
madores alternativos usando un estudio empirico basado en poblaciones reales
y simuladas, usadas previamente en estudios de estimadores de regresion y
razon, estimacion de la varianza e intervalos de confianza.

Las poblaciones naturales usadas en este estudio son la Fam1500 y Hospitals
(véase Apéndice A). Se recuerda que los coeficientes de correlacién estan dados
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por pyz, = 0,848 y py ., = 0,546 en la poblacién Fam1500 y p, ., = 0,911 en la
poblacién Hospitals.

Paralelamente a Wu y Sitter (2001a), se han generado cuatro poblaciones

de N = 2000 unidades mediante muestras independientes e idénticamente
distribuidas mediante el modelo
y =00+ 0z + €, (2.79)

donde x ~ Gamma(1,1), ¢ ~ N(0,0%) y 6y = 0, = 1. Los coeficientes de
correlaciéon estan dados por 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9, y las poblaciones se llaman
Pop06, Pop07, Pop08 y Pop09, respectivamente. Ver mas detalles de estas
poblaciones en Apéndice A.

Se analiza la precision de los estimadores propuestos por medio de un es-
tudio empirico donde para cada poblacién se han representado tres nimeros
diferentes de valores perdidos para la variable x, p. Varios valores perdidos de
Y, q, se han representado en el eje de abscisas. De este modo, el comportamien-
to de los estimadores puede observase para relaciones fuertes y débiles entre
variables y diferentes situaciones de datos perdidos.

El comportamiento de los estimadores 74, y ipanpt se compara con los
siguientes estimadores: (i) el estimador estdndar de tipo Héjek para la media
poblacional basado en las muestras s4 y s¢, es decir, ¥4 (ii) Yy, Ura, Urs ¥
Ura, los estimadores propuestos en Toutenburg y Srivastava (2000); (iii) 742, el
PEM LE basado en las muestras s4 y sg. Aunque se ha senalado que los pesos
no quedan bien definidos, se usa en el estudio de simulacion para observar su
comportamiento; (iv) Jg.,, el estimador propuesto en Rueda y Gonzalez (2004)

basado en las muestras s4, Sg y sc.

Para cada una de las seis poblaciones, se han generado B = 1000 mues-
tras independientes bajo muestreo aleatorio simple con tamano muestral n. A
continuacion, se eliminan de la muestra p elementos de la variable auxiliar y ¢
elementos de la variable de estudio de forma aleatoria. Bajo este escenario, las
submuestras s4, sg vy S¢ pueden definirse facilmente. El cumplimiento de todos

los estimadores se mide en términos de Sesgo Relativo (SR) y de Eficiencia
Relativa (E'R), donde

B = — =
1 [y;00) =yl ECM(y;)
D e )

b indica la ll—ésima simulaciéri, el Error Cuadratico Medio empirico estd dado
por ECM(y;) = B' S0 (5,(b) = Y)?% y j = 1,...,8 se refiere a los esti-

A  =AB = = = = = =
madores Ypg, Ypg, YPEaopt» YReg» Y115 Y125 Y13 Y Y714
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Figura 2.1: Eficiencia Relativa para los estimadores 53, (Pemle 1), 737 (Pemle
12), Ypga,,, (Alpha 6ptimo), ¥p,, (Regresion) y yry (Toutenburg 3). Se toman
muestras de tamano n = 200.
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Figura 2.2: Eficiencia Relativa para los estimadores 75, (Pemle 1), 732 (Pem-
le 12), Ypg,,, (Alpha 6ptimo), ¥g., (Regresion) y yr; (Toutenburg 3). Se
considera la poblacién Fam1500 y muestras de tamano n = 150.
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Figura 2.3: Eficiencia Relativa para los estimadores 75, (Pemle 1), 737 (Pem-
le 12), Yppa,, (Alpha éptimo), Fp,, (Regresién) y ¥ry (Toutenburg 3). Se
considera la poblacién Hospitals y muestras de tamano n = 100.
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Las simulaciones se han llevado a cabo en R y los cédigos se encuentran en
el Apéndice C.

En primer lugar, se observa que el estimador ¥, posee una considerable
ganancia en precision respecto a los estimadores Yy, Uy V Ypy. Con el fin
de obtener mas claridad en las figuras, las lineas correspondientes a los esti-
madores Ypq, Yo ¥ Ypyq DO se han incluido.

Las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 representan los valores de la Eficiencia Relativa
(eje de ordenadas) para los estimadores 7y, Up2, UpEBaoy: Ureg Y Yrs bajo
muestreo aleatorio simple y diferentes valores de de p y ¢. Las lineas horizon-
tales en el punto 1 representan la ER para 7, el estimador estdndar.

De estas figuras, se puede llegar a las siguientes conclusiones generales:

1. Si aumenta la relacién entre y y = y, ademas, el numero de datos fal-
tantes es escaso, todos los estimadores (excepto Tpg) obtienen mejores
estimaciones con respecto al estimador estandar. Cuando ambos p y ¢
incrementan, las estimaciones son peores con respecto a ¢, y de ahf,
que todas las lineas sean crecientes.

2. Los mejores resultados se consiguen a través del estimador ﬁp Faoy: €St0
es, el EFCM es siempre menor que el resto de estimadores y siempre
mejora considerablemente los resultados proporcionados por el estimador
directo 7.

3. El peor comportamiento lo muestra el estimador de Toutenburg y Sri-
vastava (2000). Esto puede deberse al hecho de que este estimador no
usa X como informacion auxiliar.

Comparando entre los estimadores basados en el método de verosimilitud
empirica, se observa

. —A = . .
1. Los estimadores Ypp ¥ Ypg,,,, SO equivalentes cuando existe una fuerte
relacién entre y y x y el nimero de datos perdidos es pequeno. La ganan-

con respecto a Jay es mayor en el caso con-

cia en eficiencia de yp Eaopt

trario.

2. 748 nunca es mejor que los estimadores Jpp 0 UpEa,,, €1 términos de

eficiencia. La razén para esto es que sus pesos no estan bien definidos.
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Un estimador que usa la informacion de sa, sp y sc¢ €8 Yp,,- En las pobla-

. . —A = — .
ciones Hospitals y Fam1500 (cuando se usa 1), ¥pp, Uppay, Y Uheg SOI €qUIV-
alentes. En los otros casos, yp., nunca mejora en eficiencia a Ypp,, - Aunque

Ypey Usa informacion de sa, sp y ¢, Upga,,, € considerablemente mas eficiente
cuando la correlacién entre y y x es baja y aumentan los valores de p y q.

Finalmente, si comparamos el estimador propuesto con el estimador estandar

1. 74Y es tinicamente més eficiente que ﬁpEanpt cuando la relacién entre
variables es débil y el numero total de datos perdidos, p + ¢, es alto.
En este caso, el resto de estimadores obtienen significativamente peores
estimaciones. Esto ocurre, por ejemplo, en Pop06, p = 80, ¢ = 60, esto es,
el 70 % de la muestra son valores perdidos. En la practica, esta situacién
es improbable o inaceptable. No obstante, este caso se muestra para poder
revelar el comportamiento de los estimadores en situaciones extremas.

2. Como se esperaba, cuando el nimero de valores de x perdidos, p, incre-
menta, la ganancia en precision del estimador propuesto con respecto a
74 es menor. Equivalentemente, cuando p permanece fijo, la ganancia
en precisiéon decrece cuando el nimero de de valores perdidos ¢ aumen-
ta. Este resultado es logico porque si p/q es pequeno, se proporciona
més informacién por la muestra s¢ en relaciéon con la muestra sp, y ¢

también usa la informacion de sc.

Las Figuras 2.4, 2.5 y 2.6 muestran los valores del Sesgo Relativo (SR)
para todos los estimadores. Puede observarse que los valores SR estan todos
en un rango razonable, teniendo los estimadores ypy y UpEa,,, €l mejor com-
portamiento en términos de SR. Estas figuras presentan similares resultados
que la FR, y por tanto, se puede llegar a las mismas conclusiones.

En resumen, estas simulaciones muestran como un apropiado uso de las
muestras s4 y s¢ por el estimador propuesto puede reducir el error de los es-
timadores directo, regresion, de verosimilitud pseudo empirica, etc. Por tanto,
el estimador propuesto jPanpt es una 6ptima alternativa para la estimacién
de parametros lineales en presencia de datos faltantes y con un buen uso de la
informacion auxiliar.
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Figura 2.4: Sesgo Relativo para los estimadores Uap (Pemle 1), 7}32 (Pemle
12), Ypga,, (Alpha 6ptimo), 7A€ (estdndar), T, (Regresion) y Fry (Touten-
burg 3). Se toman muestras de tamafio n = 200.
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Figura 2.5: Sesgo Relativo para los estimadores 73, (Pemle 1), ?ﬁg (Pemle
12), Ypga,, (Alpha 6ptimo), 7A¢ (estdndar), T, (Regresion) y Fry (Touten-
burg 3). Se considera la poblacién Fam1500 y muestras de tamano n = 150.
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Figura 2.6: Sesgo Relativo para los estimadores Uap (Pemle 1), 7}3? (Pemle
12), Yppa,, (Alpha éptimo), 7A¢ (estdndar), T, (Regresion) y Fry (Touten-
burg 3). Se considera la poblacién Hospitals y muestras de tamano n = 100.
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2.4. Estimacion de la funcion de distribucion

2.4.1. Introduccion

El problema de la estimacion de la funcién de distribucién es un tema
actual y muy importante del muestreo en poblaciones finitas, por tratarse
de una funcién que permite determinar las caracteristicas mas importantes
de la poblacién en estudio, proporcionando informacién relevante acerca del
comportamiento global de la poblaciéon. Sin duda, los estimadores estudiados
clasicamente en la teoria del muestreo, como totales, medias, proporciones
y varianzas, no ofrecen tanta informacion como la funciéon de distribucién,
aunque obtener estimadores eficientes para tal funciéon no es tan simple como
en el caso de los estimadores puntuales.

La estimacion de cuantiles y de otros parametros de tipo no funcional co-
mo el indice de Gini o la curva de Lorentz también queda resuelto con el
conocimiento de la funcién de distribucion. Los cuantiles, por ejemplo, pueden
obtenerse mediante inversién directa de la funcion de distribucién. Ademas,
permite obtener medidas importantes como la determinacion de las lineas de
pobreza, proporcion de bajos ingresos, etc. y son muy 1tiles en investigaciones
de tipo social o econémico. Debido a la importancia de estos parametros en
algunas investigaciones o estudios, se debe disponer de buenos métodos y técni-
cas para obtener las mejores estimaciones posibles.

Recordemos que la funcién de distribucion para una variable de interés, v,
y una poblacién finita, U, es la proporcién de unidades en U para las cuales
el valor de y es menor o igual que ¢. El problema de la estimacion de la
funcién de distribucién en la presencia de informacién auxiliar ha recibido
recientemente mucha atencién debido a las importantes propiedades que posee,
el interés considerable que tiene cuando, por ejemplo, y es una medida de gastos
0 ingresos, etc.

La funcién de distribucion poblacional,

Fy(t) = % Z o(t — i), (2.80)

satisface las siguientes condiciones:

(C2.17). lim F,(t)=0 ; lim F,(t)=1.

t——o00 t—+00

(C2.18). F(t) es mondtona no-decreciente: V t1 < to, Fy(t1) < Fy(t2).
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(C2.19). F,(t) es continua por la derecha: Dado ¢ > t*, thr? F,(t) = F,(t").

Varios de los estimadores propuestos en la literatura del muestreo en pobla-
ciones finitas no satisfacen todas estas propiedades y no son, por tanto, fun-
ciones de distribuciéon. Por ejemplo, la funcién de distribucién estimada medi-
ante el método de calibracion no cumple los requisitos necesarios para ser una
verdadera funcién de distribucion.

Asumamos que la variable de estudio, y, estd altamente asociada con un
vector auxiliar de variables, x; = (,...,%j,...,2:y)", donde los valores
X1,...,Xy son conocidos para toda la poblaciéon. Como se ha comentado en
varias ocasiones, en las investigaciones por muestreo es comun el uso de estd in-
formacién poblacional auxiliar en la etapa de estimacién para incrementar la
precision de los estimadores de una media o un total. Bajo este escenario, el
uso de la informacion auxiliar a sido extensamente estudiado, pero bastante
menos ha sido el esfuerzo por aplicarlo a la estimacién de la funcién de dis-
tribucion y cuantiles poblacionales. Notamos que la aplicaciéon de las técnicas
usuales para la estimacion de medias y totales en el escenario de la estimacion
de la funcién de distribucion producen resultados no deseables y, en general,
con una perdida significativa en eficiencia.

Por otro lado, el nimero de variables auxiliares a usar en la etapa de esti-
macion es otro punto de vista interesante en la estimacion de la funcion dis-
tribucién. Algunos de los estimadores en la literatura estan construidos para
una unica variable auxiliar, y el uso de otras variables auxiliares resulta im-
posible o con un alto coste computacional. Si estas variables presentan una
fuerte relacion con la variable de estudio, éstas deberian incluirse en el estudio
y parece razonable asumir que podrian obtenerse mejores propiedades. Estos
estimadores tienen la desventaja de la pérdida de eficiencia provocada por el
hecho de no poder usar esta informacion auxiliar multivariante. Estas consi-
deraciones sugieren que un uso méas eficiente de la informacion auxiliar en la
etapa de estimacion es posible en el problema de la estimacién de la funcién
de distribucion.

Sabemos que el método de verosimilitud pseudo empirica es una técnica
reciente que puede usarse para la estimacién de medias o totales poblacionales
(Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999), funciones de distribucién (Chen y
Wu, 2002, Wu, 2003) y otros parametros. Asumiendo este método, Chen y Wu
(2002) propusieron estimadores modelo-calibrados para estimar la funcién de
distribucién. Estos estimadores estan construidos por medio de restricciones
que requieren el uso de un valor fijado #y. Estos estimadores sufren una con-
siderable perdida de eficiencia cuando t; se encuentra alejado de t, el punto
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donde se evalia la funcién de distribucion. El estimador propuesto en la sec-
cion siguiente emplea el método de verosimilitud empirica y permite el uso de
informacion auxiliar multivariante. Este estimador estd basado en una aprox-
imacion modelo-asistida. Ademds, se usa un conjunto apropiado de puntos en
las restricciones para evitar el problema de la perdida de eficiencia.

2.4.2. Algunos estimadores de la funcién de distribucion

En este apartado se describen los principales trabajos y enfoques relaciona-
dos con la estimacion de la funcién de distribucion poblacional. Destacamos las
propiedades més importantes de estos estimadores, prestando especial interés
en los estimadores modelo-calibrados de verosimilitud empirica. Estos ultimos
presentan bastantes similitudes con el estimador propuesto en la Seccién 2.4.3,
por lo que senalaremos las principales diferencias entre unos y otros. Todos los
estimadores que se exponen a continuacion estan basados en distintas aprox-
imaciones. Aprovecharemos la ocasion para describir los tipos de inferencias
que existen recientemente en muestreo de poblaciones finitas (véase también
Apéndice B).

En la expresion (2.80) se observa que la funcién de distribucién puede verse
como una media poblacional de la variable z; = §(t—y;), y por tanto, sin utilizar
ningun tipo de informacion auxiliar, la estimacion de la funcion de distribucion
es un caso especial de la estimacién de la media poblacional. Haciendo uso de
esta perspectiva, los estimadores mas conocidos son el de Horvitz y Thompson

(1952), dado por
FHTy Z d 5 t— yz

€S

y el estimador de tipo Hajek dado por

. S did(t
FHKy( ) — 1ES d*
Z]Gs d %s:

donde d; = 1/m;. Nétese que el estimador de Horvitz y Thompson puede usarse
unicamente cuando el tamano poblacional es conocido, mientras que el de tipo
Héjek puede emplearse en ambas situaciones. Bajo cualquier diseno muestral

en el cual ), d; = N, puede demostrarse que ﬁHTy(t) = ﬁHKy(t).

En presencia de informacién auxiliar, Rao et al. (1990) propusieron dos
nuevos estimadores basados en el diseno muestral: el estimador de tipo razon
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dado por

. di (¢
Ft) = & 2uie ) St Ry, (2.81)
N ZzEs d; 6( Rxl zEU

y el estimador diferencia dado por

:%{Zdié(t—yi)—i—Zé(t—ﬁml — ) did(t R:z:l}, (2.82)

€S €U 1ES
= Zies d;y; . - .
donde R = Zid Se observa que ambos estimadores utilizan como infor-
i€s 1L

macién auxiliar la variable 6(t — Rz).

Al no utilizar ningtin tipo de informacién auxiliar, los estimadores F. Ty ()
y ﬁHKy(t) son menos eficientes que I*A}(t) y ﬁd(t), pero sin embargo, éstos
ultimos tienen el inconveniente de dar valores, por lo general, fuera del rango
[0, 1] ¥ no siempre son funciones mondtonas respecto a t, con lo que no cumplen
las propiedades de la funcién de distribucién. Por este motivo, son numerosos
los casos en los que la inversién directa de F,.(t) y Fy(t) no produce buenas
estimaciones para los cuantiles.

En Rao et al. (1990) y en Francisco y Fuller (1991) se propone transformar
F\d(t) en una funcién monétona antes de obtener estimaciones para los cuan-
tiles. Estos procesos tienen basicamente dos inconvenientes: (i) no son trans-
formaciones triviales y (ii) se desconoce la perdida de eficiencia al realizar la
transformacion.

Otro estimador para la funcién de distribuciéon bastante reciente es el
obtenido mediante el método de calibracién descrito en Deville y Séarndal
(1992). Al igual que los anteriores que utilizan informacién auxiliar tienen
la propiedad no deseable de no ser una auténtica funcion de distribucion. Esto
se debe a que los pesos que se utilizan para ponderar las unidades muestrales
de la variable de interés, d(t — v;), pueden ser negativos, y por tanto, el esti-
mador resultante puede llegar a ser decreciente. Ademas se demuestra que su
limite cuando ¢ — 400 es distinto de 1.

Por tanto, es deseable requerir que un estimador para la funcién de dis-
tribuciéon sea por si mismo una verdadera funcién de distribucién. Notese, que
una verdadera funcién de distribucién debe satisfacer las condiciones (C2.17),
(C2.18) y (C2.19).

El conocido estimador de regresién generalizado (GREG) (Cassel et al.,
1976, Sarndal, 1980) es un estimador modelo-asistido que estd basado en un
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modelo lineal. Méds recientemente, son dos los principales métodos en la lite-
ratura que estan categorizados como aproximaciones modelo-asistidas. Estos
procedimientos son el de calibracién (Deville y Sérndal, 1992) y el de verosimi-
litud empirica (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999). Notamos que estos pro-
cedimientos no son dependientes de un modelo, aunque usan uno de ellos para
construir el estimador. En otras palabras, los estimadores modelo-asistidos son
aproximadamente (asintéticamente) insesgados bajo el disenio, independiente-
mente de si el modelo es correcto o no, y son particularmente eficientes si el
modelo en el que se basa es correcto. Asi, la aproximacion modelo-asistida
proporciona inferencias véalidas bajo el modelo asumido y al mismo tiempo,
esta protegido contra una mala especificacion del modelo en el sentido de pro-
porcionar inferencias validas basadas en el diseno, independientemente de la
relacion de la variable de interés con la variable auxiliar. Un ejemplo de esti-

madores modelo-asistidos para la funcién de distribucién son los estimadores
E.(t) y Fa(t).

Otro procedimiento para estimar parametros lineales o no lineales en pobla-
ciones finitas es la aproximacién basada en modelos, la cual asume un mode-
lo de superpoblaciéon y donde los estimadores son dependientes del modelo.
Chambers y Dunstan (1986) y Dorfman y Hall (1993) propusieron estimadores
basados en modelos para la funcién de distribucién. El estimador de Cham-
bers y Dunstan presenta el inconveniente de ser inconsistente bajo el diseno.
Ademas, se necesita llevar a cabo un cuidadoso contraste sobre el modelo antes
de que estos estimadores sean usados. Todos estos métodos presentan un grado
de dificultad en la computacién y un pobre cumplimiento cuando el modelo
especificado es incorrecto. Bajo muestreo aleatorio simple, Wang y Dorfman
(1996) combinaron los estimadores de Chambers y Dunstan (1986) con esti-
madores de tipo diferencia basados en el diseno en un estimador hibrido, que
bajo ciertas condiciones, es mas eficiente que ambos estimadores. No obstante,
este estimador hereda las desventajas de ambos estimadores y tiene una com-
plicada generalizacién a disenos muestrales méas complejos. Silva y Skinner
(1995) llevaron a cabo un estudio exhaustivo de las propiedades del estimador,
y destacaron algunos problemas importantes, como por ejemplo, la perdida en
eficiencia cuando este estimador se usa en la estimacion de cuantiles.

Finalmente, la recientemente desarrollada aproximacion modelo-calibrada
(Wu y Sitter, 2001a) puede también usarse en las investigaciones por muestreo.
Estos estimadores se obtienen, en primer lugar, adaptando un modelo de su-
perpoblacién, y a continuacién, usando los valores estimados mediante este
modelo en la etapa de estimacion. Por tanto, si para una poblacién dada se
conoce el modelo de superpoblacién asociado o un modelo que se ajuste bas-
tante bien a dicha poblacién, entonces puede resultar interesante utilizar la
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perspectiva modelo-calibrada para la estimacion de la funcion de distribucién
poblacional mediante el método de verosimilitud empirica.

Chen y Wu (2002) plantean una aproximacién modelo-calibrada para obte-
ner tres estimadores de la funcién de distribucion usando el método de verosimi-
litud empirica y tres modelos de superpoblacion distintos. Estos modelos son
bastantes generales, e incluyen los casos mas importantes usados en muestreo.
Bajo los modelos que se describen, estos estimadores tienen minima esperanza
bajo el modelo de la varianza asintética basada en el disefio entre una clase
de estimadores, es decir, son éptimos dentro de esa clase. Ademds, estos esti-
madores son asintéticamente insesgados bajo el diseno si se satisface el modelo
y aproximadamente insesgados bajo el modelo. Por tltimo, los estimadores re-
sultantes son verdaderas funciones de distribucién y permiten obtener cuantiles
eficientemente mediante inversion directa.

Sea un modelo de superpoblacién semi-paramétrico, &, en el cual se supone
que la relacién entre y y x puede describirse de la forma siguiente

E&(?Ji’Xi) = M(Xz’>9)7 Vg(yz’Xz) = U?; con i = {L . >N}>

donde 0 es un vector de pardmetros de la superpoblacion. Para este vector,
se puede obtener un estimador basado en el diseno, #, utilizando métodos
generales para la estimacién de ecuaciones (véase por ejemplo Godambe y
Thompson, 1986 y Wu y Sitter, 2001a).

Dado el modelo &, el estimador modelo-calibrado de verosimilitud empirica
(MCPE) para la funcién de distribucién viene dado por

Furepe(t) = Z@(S(t —yi) = Z@Zn (2.83)

1€S €S

donde los pesos p; maximizan la funcién (2.11) sujeta a las restricciones (2.5) y
(2.45). La funcién w; de la restriccién (2.45) viene dada por w; = Ee(z;|x;) =
Ee(0(to — vi)|xi) = P(y; < to|x;). El valor ¢, en la segunda restriccion se
considera fijo para conseguir que el estimador ﬁMcpE(t) sea una verdadera
funcién de distribucién. Se pueden proponer otras expresiones para w;, pero
se ha considerado w; = E¢(z]|x;) porque de entre todos los posibles valores
w; = w(x;), el valor w; = E¢(z]x;) minimiza la esperanza bajo el modelo de
la varianza asintotica basada en el diseno muestral.

En lo que sigue, se describen tres estimadores de verosimilitud pseudo
empirica modelo-calibrados distintos para la funcién de distribucién basados
en diferentes modelos de superpoblacién (véase Chen y Wu, 2002). Wu (2003)
proporciona resultados de optimalidad para estos estimadores.
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Estimadores bajo un modelo de regresion

Un modelo de superpoblacién cominmente usado en poblaciones finitas es
el modelo de regresion, que viene dado por

Yi :M(Xi,9>+Vi8i, L= {17“'7N}7 (284)

donde v; es una funcién conocida de x;, y €;, con i = {1,..., N}, son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza
o

Para un modelo de regresién lineal se tiene que p(x;,0) = x40, aunque se
puede considerar cualquier otro modelo no lineal. Sea 0 vy oy los estimadores
de 0y o, respectivamente, basados en los datos poblacionales. Se sabe que bajo
un modelo de regresién lineal con varianzas homogéneas y 6 de dimensién J,
Oy = (x'x)"!x'y, donde x es la matriz de orden N x J, y = (y1,...,yn)', ¥y

(y — x0n)(y — x0n)
(N —J)

oy =

Bajo el modelo (2.84), las cantidades w; en (2.45) vienen dadas por

wi = Ee(z]xi) = Py < tolxi) = P(u(xi,0n) + vie; < to) =

| = G (tOMS%HN)) ’ (2.85)

donde G(-) es la funcién de distribucion de los términos ¢;, esto es,
XN
G(t) =+ 2 5(t—¢).

Como el vector 0y es desconocido, es necesario buscar una estimacion efi-
ciente para poder obtener las cantidades w;. Para este propdsito, también es
necesario una estimaciéon de G(-). Una posible estimacién viene dada por los
residuos estimados, &;, y la funcién G,,(+), donde

~ Yi — M(Xi, 5) % ~ Z‘e di5(t - é\z)
=200 Gt =N dst—5) = = ,
vi ; Zjes dj

y f es la estimacién basada en el disefio para 0y. En conclusion, se llega a que
las cantidades w; de la restriccién (2.45) vienen dadas por

w; = Gy, <w) . (2.86)

1%
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En algunas situaciones, resulta razonable asumir que los términos de error
g; en el modelo (2.84) estdn normalmente distribuidos. En este caso, se llega a

que
w;" i < 0 M(Xu N)> 7 (2.87)

ViON

donde ®(-) es la funcién de distribucién de la ley de probabilidad normal
estandar. Se observa que se considera 6y y no ¢ en la definicién de w;. Esto
se hace para que las cantidades w estén bien definidas sobre la poblacién
y puedan tomar todos los argumentos posibles basados en el diseno. En la
practica, se sustituye Oy y on por 6 y o respectivamente, donde éstas tltimas
cantidades son las estimaciones basadas en el diseno muestral de los parametros
desconocidos del modelo. De este modo, se llega a la expresion

w; = ® (W) . (2.88)

Vi/O"\

En resumen, el estimador MCPE segin el modelo (2.84) estd dado por
ﬁﬁ)cPE(t) = > s Pid0(t — y;), donde los pesos p; maximizan la funcién (2.11)
sujeta a las restricciones (2.5) y (2.45). Las cantidades w; de la segunda re-
striccién vienen dadas por (2.86), o por los valores (2.88) en caso de existir
normalidad en los errores del modelo de superpoblacién.

Estimadores bajo un modelo lineal generalizado

Resulta atractivo adaptar un modelo lineal generalizado a las cantidades
w; = Ee(z]x;) = P(y; < to|x;). Para ello se considera el modelo de regresién
logistico

W; t
log (1 — wi) = x,0, (2.89)
con funcién varianza V(w) = w(l — w). Bajo este modelo, el pardmetro
poblacional 0y puede definirse como una solucion de las ecuaciones de esti-
macién 6ptimas basadas en la poblacién, esto es, Zf\il x;(zf —w;) = 0, donde
Zz* = 5(t0 - t) ASi,

. exp(xifn)

. 1 S ) A 2.
U= T exp(xiOn) 290)

Un estimador basado en el diseno, @\, para el parametro poblacional 6y puede
obtenerse resolviendo la correspondiente version muestral del sistema anterior,
esto es, Y ... dix;(#f —w;) = 0. De este modo, un segundo MCPE, esta vez
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bajo el modelo (2.89), viene dado por ﬁﬁéPE(t) = Y ics Di0(t — y;), donde los
pesos p; se obtienen considerando

exp(xt0
= —oxpxb) (2.91)
1+ exp(x}0)
El modelo de regresion logistico da una razonable estimacién en la mayoria
de las estimaciones.

Estimadores bajo valores pseudo estimados de un modelo semi-para-
métrico

La variable z; = 6(t — y;) toma solamente valores 0 ¢ 1, pero los valores
estimados w; construidos bajo los modelos (2.84) y (2.89) estan siempre entre
0 y 1. También es posible utilizar los llamados valores pseudo estimados w; =
0(to — ¥s), los cuales también son variables dicotémicas y donde y; son valores
estimados para ;.

Bajo un modelo semi-paramétrico, Ee(y;|x;) = i v Ve(uilxi) = v(w),
donde p; = p(x;,0) y v(-) es una funcién varianza. Los valores estimados

~

y; estan dados por p(x;,6). Sea h(-) una conocida funcién de enlace tal que
h(pi) = x;0. 0 es el estimador méximo verosimil que se obtiene del sistema de
ecuaciones

dixi(yi — ji)
2 )

donde h/(u) = Oh(u)/0u. Oy es la solucién a

El estimador ﬁSgPE(t) = Y ics Pi0(t — y;) cuando los pesos p; se obtienen
usando los valores pseudo estimados

En la practica se usan estas cantidades debido a que los valores

w; = 0(ty — u(x;,0n)), (2.93)

(2

son desconocidos.
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Bajo un modelo lineal simple con una tnica variable auxiliar, u(x,60) =
0o + bhxi, y

1 Y 1 < to — 0
0 — Yo
N;Uﬁ:N;(S(to_(90+91(ﬂz)):Fm( 91 ),

donde F,(t) es la funcién de distribucién de la variable z. La restriccion (2.45)

se resume a N
~ & to — bt
Zplé(tg — (90 + 61(1%)) = Fx |
€S 91
con lo que solamente se debe conocer la distribucion de frecuencias de x para
obtener FEgPE(t).

Notamos que puede usarse cualquier modelo de superpoblacién. Si el mo-
delo de superpoblacion asociado a la poblaciéon en estudio es otro distinto
a cualquiera de estos tres, el planteamiento para el calculo del estimador de
verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrado es similar a lo comentado. Bas-
taria con obtener las cantidades w; 6ptimas bajo el modelo de superpoblacién
asociado.

La eleccion del valor ¢ es un aspecto importante, puesto que los estimadores
son mas precisos para estimar Fy(t) cuando t estd en las cercanfas del punto
tg. En consecuencia, ningtin w; con un valor fijo ¢, puede ser uniformemente
éptimo para F(t) en todos los valores de t. El problema de encontrar un valor
6ptimo ¢ no se discute en Chen y Wu (2002). De hecho, sus correspondientes
estudios empiricos usan cuantiles poblacionales de la variable y para obtener
el valor ty. Esta eleccién no puede realizarse en la préactica debido que los
cuantiles poblacionales de la variable de estudio son desconocidos. En resumen,
estos estimadores presentan dos inconvenientes principalmente: (i) es necesario
el conocimiento de un modelo de superpoblacion para los datos muestrales del
estudio y (ii) se hace un uso poco eficiente de la informacién auxiliar, puesto
que seria posible definir los estimadores usando més de un punto tq, utilizando
de este modo mas informacion auxiliar, lo que conlleva esperar estimaciones
mas precisas. Estos problemas puede solventarse en gran medida mediante la
metodologia propuesta en la Seccién 2.4.3, donde se usa un vector t, para
obtener estimaciones mas eficientes para cualquier .

El estimador que se propone para la funcion de distribucion usa una aproxi-
macién modelo-asistida y el método de verosimilitud empirica. Con el objetivo
de que este estimador sea mas eficiente para cualquier ¢, éste usa un vector tg
basado en los cuartiles poblacionales de una pseudo-variable que es conocida en
la practica. Ademas, este estimador es una verdadera funcién de distribucion y
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goza de una excelente ganancia en eficiencia como consecuencia de un uso efec-
tivo de la informacién auxiliar. Estas son dos de las ventajas mas importantes
del estimador propuesto.

Como los estimadores de verosimilitud pseudo empirica modelo-calibrados
van a ser usados en los estudios de simulacion para estudiar la eficiencia de los
estimadores propuestos modelos-asistidos, y ademas, estos dos tipos de esti-
madores presentan una gran similitud entre ellos, resulta interesante destacar
las propiedades asintoticas mas importantes que se han discutido para los
MCPE. Estas son las siguientes.

El primer resultado asintético demuestra que el estimador F' ]S)C pp(t) esta rela-
cionado con un estimador de tipo regresion generalizado. Para ello, se debe
requerir el siguiente esquema asintético.

Se asume que hay una secuencia de poblaciones finitas {U,,v = 1,2,...}.
F,(t) denota F,(t) para la poblacién U,. El indice v se suprime y todos los pro-
cesos limites se construyen cuando v — co. Denotando 1/ (x,60) = du(x, 0)/00,
las siguientes condiciones de regularidad deben satisfacerse:

(C2.20). ]5— On| = O0,(n"Y2), y 7 —on = O,(n"1/?).
(C2.21). max;—, n(nd;/N) = O(1).

(C2.22). Para cada x;, pu(x;,0) es doble diferenciable, y ademés

PR - S5 (%) o0

Teorema 2.7 Bajo las condiciones de reqularidad (C2.20), (C2.21) y (C2.22),

el estimador de verosimilitud pseudo empirica modelo calibrado ﬁJS)CPE(t) basa-
do en el modelo (2.84) y con

W — P (to_,u&% )) L ow; = G (to-/ﬁ(ﬂ%,@)) ,
v;,o0 v;

es asintoticamente equivalente a un estimador tipo regresion generalizado, esto
es:

~

Fittpp(t) = Friy(t) + By(@y — @5) + 0,(n~?), (2.94)
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N
~ 1
donde Frg,(t) = E dio(t —y;), Wy = N E w;, Wy = E d;w;,
i—1

€S i€s

F = (M) y By — 251(% - va)i(to - yz)
VioN >im (Wi —Wy)?

Teorema 2.8 Bajo las condiciones de reqularidad (C2.20), (C2.21) y (C2.22),

el estimador ﬁEéPE(t) es asintoticamente un estimador consistente bajo el

diseno para F,(t), y por tanto, aproximadamente insesgado bajo el modelo
(2.84) cuando t = t,.

La demostracion de estos resultados pueden consultarse en Chen y Wu
(2002). Bajo algunas condiciones de regularidad bastantes débiles, este teorema
también es valido cuando G(-) se reemplaza por su estimacién G,(+), puesto
que reemplazar apor f no cambia asintoticamente el estimador resultante.

El estimador tipo regresién generalizado referido en la expresion (2.94)
se utiliza tan sélo para la comparacién asintética, puesto que no es un esti-
mador real. Esta equivalencia hace que se herede la eficiencia asintética de un
estimador tipo regresion generalizado. Por otro lado, se eliminan las desven-
tajas del estimador Fy(t) dado en (2.82). También es importante recordar que
F 1541)0 pp(t) serd mas eficiente cuando ¢ estd proximo del valor ¢, considerado en
la restriccién (2.45).

De este teorema, los siguientes corolarios pueden derivarse.

Corolario 2.4 Bajo las condiciones de reqularidad (C2.20), (C2.21) y (C2.22),
el MCPE para la funcion distribucion FgéPE(t) es asintoticamente equiva-

lente a un estimador de tipo regresion generalizado, esto es,

~

2 a ok —% —_
F]E/[)C’PE(t) = Fyry(t) + By(Wy — W) + 0p(n 12,

Corolario 2.5 Bajo las condiciones de reqularidad (C2.20), (C2.21) y (C2.22),

ﬁﬁ)CPE(t) es asintoticamente un estimador consistente bajo el diseno para
F,(t). Ademds, es aprozimadamente insesgado bajo el modelo (2.89) y para

t:to.
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Corolario 2.6 Bajo las condiciones de reqularidad (C2.20), (C2.21) y (C2.22),
el MCPE para la funcion distribucion FJS)CPE(t) es asintoticamente equiva-
lente a un estimador de tipo regresion generalizado, esto es,

~

3 a ok —k —
F]E/[)C’PE(t) = Fyrey(t) + By (W — @5) + 0,(n~/?).

Notamos que F E)c pp(t) es asintéticamente un estimador insesgado bajo el
diseno para F(t), aunque no es aproximadamente un estimador insesgado bajo
el modelo puesto que E¢(0(t — y;)|x) # 6(t — p(x;,0)). No obstante, ﬁﬁ)CPE(t)
posee propiedades no disfrutadas por F zS)c pp) y F ﬁ)c pp(t). Por ejemplo, un
argumento a favor de F 15:43)0 pp(t) es que si el modelo se ajusta perfectamente a la
poblacidn, esto es, y; = pu(x;,0) parai = {1,..., N}, entonces, w; = §(to — y;),
y F ]S’)CPE(t) se reduce al valor exacto de F),(ty). Entonces, es de esperar que
en el caso de fuerte informacién auxiliar, la correlacion entre y; v ¥; sea alta,
y consecuentemente F\ﬁé pp(t) cumplird bien.

En los tres casos, los estimadores son asintéticamente equivalentes a un
estimador de tipo regresién generalizado y son verdaderas funciones de dis-
tribucion.

El siguiente paso es conocer las varianzas asintéticas de los estimadores
}?ﬁ)CPE(t), ﬁE)OPE(t) y F\ﬁépE(t). Sea Fyopp(t) uno de estos tres estimadores.
La varianza asintotica basada en el disefio de F vope(t) es la misma que el
estimador tipo razén dado por ) .. di(6(t — y;) — w;By), donde w; estan
dadas en (2.85), (2.87), (2.90) o (2.93), dependiendo del caso considerado.
Denotando por V), la varianza basada en el diseno, el siguiente teorema puede
establecerse (véase Chen y Wu, 2002).

Teorema 2.9 Bajo las condiciones (C2.20), (C2.21) y (C2.22) y un diseno
con tamano muestral fijado, la varianza asintdtica basada en el diserio de
Fryepge(t) viene dada por

~ 1 il Ui Uj ? -1
Vo(Fuere(t)) = e Z Z(Wﬂj — Tij) o 7r_] +o(n™"),
1<j j=1

donde U; = 6(t—y;)— F,(t) — (w; —w*) By yw* = N* N w?. V,(Fyope(t))
puede estimarse consistentemente por

= 1 i — iy (o u\

Vo (F t) = — e

(Fuore(t) = 53 503 TR (2 -0
1<) JES
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donde u; = 0(t —y;) —F\MCPE(t) —(w; —E)E, yw Yy B son estimadores basadas
en la muestra para w* y By, respectivamente. Dependiendo del modelo, los
valores w; estan dados en (2.86), (2.88), (2.91) o (2.92).

2.4.3. Estimador propuesto modelo-asistido

En esta seccion se propone usar la aproximacion modelo-asistida basada en
el método de verosimilitud empirica para construir un estimador de la funcién
de distribucion poblacional finita. Informacion auxiliar multivariante puede in-
corporarse en la etapa de estimacion y se hace un uso efectivo de la informacién
auxiliar. Este estimador basado en el diseno muestral es una auténtica funcién
de distribucién que disfruta de varias propiedades importantes.

Para construir el nuevo estimador para Fj(t), se modifican los pesos del
estimador Fpg,(t), es decir d;, por unos nuevos pesos p;. Este conjunto de
pesos se determina por medio de una aproximacién modelo-asistida (véase
Apéndice B) y usando las técnicas de verosimilitud empirica (Seccién 2.2).

Se considera la estimacion modelo-asistida porque esta aproximacién pro-
porciona un esquema de trabajo conveniente en el cual se pueden desarrol-
lar estimadores muy precisos. A través de un modelo de superpoblacién se
construyen estimadores basados en la muestra que mejoran la precision de
las estimaciones cuando el modelo es correcto, pero que también mantiene
propiedades importantes, tales como consistencia y una varianza estimable,
cuando el modelo es incorrecto.

Se considera el usual modelo de regresién dado por
Y; :ﬁtxi‘l'UiEi, 7 = 1,...,N (295)

donde v; es una funcién conocida de x; y los valores ¢; son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza o?.

En la practica, los valores del vector 3 son desconocidos. Mediante la teoria
de regresion, puede deducirse que el estimador de minimos cuadrados de 3

(Sérndal et al., 1992)

-1
B= (Z X(j) > Xo_i/ (2.96)

icU icU

es el mejor estimador insesgado lineal de 3 bajo el modelo (3.49). B es un
parametro poblacional desconocido, pero puede estimarse usando los datos
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muestrales y aplicando el principio de estimacion de las probabilidades de

inclusion, esto es
-1
> din‘X§ dix;y;
- (i) oy 207

€S €S

El estimador propuesto modelo-asistido basado en el método de verosimili-
tud empirica se obtiene definiendo la pseudo-variable g, donde ¢g; = 3'x;, para
1 € s. Esta variable puede considerarse como una prediccién para y; bajo el
anterior modelo lineal.

Sean tgo5 = Q4(0,25), ty50 = Q4(0,5) ¥ tyrs = Q4(0,75) los cuartiles pobla-
cionales de la variable g, donde Q4(«) = inf{t | Fy(t) > a} = F,;"(a). Ba-
jo nuestro marco de trabajo, estas cantidades estan disponibles, puesto que
asumimos que la informacién auxiliar poblacional es conocida. El estimador
de verosimilitud pseudo empirica modelo-asistido para la funciéon de distribu-
cién se define como Fy, A( ) = Y ics Pi0(t — y;), donde los nuevos pesos p; se

obtienen maximizando ! ( ) sujeta a (?77?) y a las siguientes condiciones

N
1
Zpi5(tg25 —gi) = N Z 0(tgas — gi) = Fy(tges) = 0,25, (2.98)
i=1

1€S

WE

1
D pidltgsn = g:) = 5 D 8ltgs0 = 60) = Fylto) = 05, (2.99)

€S 1

-
Il

N
1
> _pidltyrs = 9i) = Z tyrs — i) = Fy(tyrs) = 0,75, (2.100)

€S

Nétese que la idea de usar §(t — g¢;), para algin ¢, como una variable de
calibracién para construir restricciones tales como (3.55), (3.56) y (3.57) fue
discutida, en primer lugar, por Wu y Sitter (2001a) y posteriormente elaborada
en Chen y Wu (2002).

Existen dos aspectos importantes relacionados con este o cualquier otro
procedimiento de estimacion. Estos son la eficiencia y la consistencia. La efi-
ciencia se refiere al cumplimiento del estimador en términos de sesgo y error
cuadratico medio. En la Seccion 2.4.5, se realiza una comparacion de la efi-
ciencia de Fjy4(t) con respecto otros estimadores conocidos. Las restricciones
(3.55), (3.56) y (3.57) son requerimientos de consistencia altamente usados y
son impuestos en la practica, porque resulta razonable pensar que los pesos
que dan estimaciones perfectas para las variables auxiliares, deberian también
dar una buena estimacion para la variable de estudio.
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La eleccién de t 95, tgs0 ¥ te7s €n (3.55), (3.56) y (3.57) se realiza por varias
razones. En primer lugar, esto estd altamente relacionado con la existencia de la
solucién del método de verosimilitud empirica. Si se usaran mas de tres valores
tg, esto es, un mayor ntimero de restricciones, se podria llegar a problemas de
existencia de solucién (véase la Seccién 2.4.4 para un mayor detalle). Estos
puntos estdn también especificados por motivos de eficiencia. Si se usa un
unico punto ty, Fira(t) serd mas eficiente para ¢ en las proximidades de t.
Para varios valores de o, es razonable asumir que si éstos estdn perfectamente
distribuidos dentro del posible rango de valores de ¢, entonces, Fy;4(t) serd méas
eficiente. Los valores tgo5, tg50 vV tg75 exhiben una buena distribucién y por
tanto, Fu A(t) serd més preciso cuando t se encuentre en los alrededores de los
cuartiles poblacionales de la variable g. Esto afecta a un alto rango de valores
de la variable de estudio.

ﬁMA(t) serd, especialmente, mas eficiente cuando ¢ es igual a uno de los
valores tgo5, 450 O tg75. Esto implica que no hay una eleccién éptima de valores
para todo t. Por otro lado, para ¢ igual a tyos5, tg50 v 475 v si el modelo (3.49)
se ajusta perfectamente a la poblacién de estudio, esto es, y; = Bix; = g,
i=1,...,N, entonces §(t — ¢;) = §(t — y;) v Fara(t) se reduce al valor exacto
de F,(t). Es de esperar, que en el caso de una informacién auxiliar fuertemente
relacionada con la variable de estudio, la correlacion entre y; y g; serd mayor,
y consecuentemente, Fiys4(t) cumplird mejor en el sentido de obtener estima-
ciones més precisas para F(t).

Denotando por t, = (tg25, tg50, tg75)",
§(ty — gi) = (6(tg25 — 91),0(tgs0 — Gi), O (tyrs — i))*

y K =(0,25,0,50,0,75)", las restricciones anteriores pueden expresarse por

> pid(ty—g) =K (2.101)

€S

o también como

}:mmzo, (2.102)
1€S
donde u; = 4(t, — ¢;) — K.
Mediante el conocido método de multiplicadores de Lagrange, puede de-

mostrarse que la solucion del problema de maximizacién sujeto a las condi-
ciones (?7) y (2.102) estd dado por

. d;

= 2.103
P = T v ( )
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donde el multiplicador de Lagrange A, cuya dimensién es tres, se obtiene de la

ecuacion "
W
h(\) = — " =0. 2.104
=y 210
1€S8

Puede demostrarse que, con probabilidad tendiendo a uno cuando el tamano
muestral va a infinito, existe una tnica solucién a h(A) = 0. Si tal solucién
existe, ésta puede encontrarse, por ejemplo, con el Algoritmo 2.1, el cual tiene

garantizada la convergencia a la solucion.

2.4.4. Propiedades teodricas

Un estimador modelo-asistido para la funcién de distribucion se ha definido
en la Seccién 2.4.3. A continuacion estudiamos varias propiedades de este es-
timador, las cuales pueden ser importantes en la practica. En concreto, se
estudia la existencia del estimador, se demuestra que Fy4(t) es una verdadera
funcién de distribucién, se obtiene otra propiedad relacionada con la eficiencia
del estimador propuesto y se establecen algunos resultados asintoticos.

Existencia del estimador

Existen dos aspectos computacionales por los cuales el estimador F wa(t) no

pueda existir: (i) en la obtencién del vector 3 y (ii) para encontrar la solucién
a h(\) =0 en (2.104).

En el punto (i), 8 siempre existe cuando se aplica informacién auxiliar
univariante. En otro caso, (3., dix;x!)™' no puede calcularse si no es de
rango completo. Esta situacién es poco probable cuando n > J.

Respecto a la segunda cuestién, se ha comentado que puede emplearse el
Algoritmo 2.1.

Para el caso de la estimaciéon de la media poblacional, la variable u; que
usualmente se toma es u; = X; — X (Chen y Sitter, 1999), la cual estd también
justificada por un modelo lineal. Bajo esta situaciéon y usando el Algoritmo
2.1, h()\) = 0 falla para proporcionar la solucién si: (i) el vector de medias X
no es un punto interior del conjunto convexo formado por {x;,i € s}, ¢ (ii) la
matriz ), d;u;uf no es de rango completo.

En (i), el estimador de verosimilitud pseudo empirica no existe. Para el

81



caso de estimar la media poblacional, esto ocurre con una probabilidad tendi-
endo a cero cuando el tamano muestral tiende a infinito. En el escenario de la
estimacion de la funcién de distribucion, la situacién es bastante diferente. En
particular, para el procedimiento propuesto, el vector K es siempre un punto
interior del conjunto formado por {4(t, — ¢:),7 € s}, puesto que los compo-
nentes de este vector son 0 6 1, mientras que los componentes de K toman
valores dentro de [0, 1]. Notamos que los componentes del vector 6(t, — g;) no
pueden ser todos 0 6 1 para ¢ € s, salvo para situaciones extremas.

Sea to = (to(1ys---»town)s - - - » toc))" otro vector diferente de t, con similar
o diferente dimensién y que puede usarse en restricciones como la dada por
(2.101). Respecto al punto (ii), decir que resulta necesario una cuidadosa elec-
cion del vector ty para evitar o eliminar el problema de multicolinealidad. En
lo que sigue, se justifica la eleccion t, = (¢,25, 450, tg75)". En primer lugar, si
se toman valores de to(;,) con dos ellos muy cercanos, entonces, resulta mas
probable que surga el problema de la multicolinealidad. Si se usan valores ex-
tremos de ¢y (o muy elevados o demasiados pequenos), la variable indicadora
d(to — g;) podria tener todos sus elementos iguales a cero o a uno para i € s,
y por tanto, el método de verosimilitud empirica no tendria solucion. Tenien-
do estas consideraciones en cuenta, la eleccién t, = (tg25,tg5o,tg75)t resulta
apropiada, puesto que cada punto esta alejado del resto y ademaés, estos pun-
tos no se encuentran cercanos a los valores extremos de la variable g, evitando
que la variable indicadora d(t, — g;) pueda contener valores que sean todos
iguales a cero o a uno para ¢ € s. Bajo este planteamiento, el problema de la
multicolinealidad es improbable. Notamos que este problema decrece conforme
aumenta el tamano muestral. Por ejemplo, no se ha observado problemas de
multicolinealidad para el estimador Fys4(t) en los estudios de simulacién de la
Seccién 2.4.5, mientras que cuando se usa un vector ty con dimensién mayor de
5, nos encontramos problemas de multicolinealidad para tamanos muestrales
mayores de 50.

Como se comenté en la Seccién 2.4.3, la eleccion t, = (ty25, tg50, tyrs)"
estd también especificada por motivos de eficiencia. Ademds, el estimador
Fra(t) es facilmente computable debido a que el vector t, es de dimension
igual a 3 y por tanto, el sistema (2.104) presenta un nimero pequeno de ecua-
ciones.
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Fra(t) es una auténtica funcién de distribucién

La siguiente cuestién es comprobar si el estimador propuesto es una ver-
dadera funcion de distribucién. Para determinar esto, debemos verificar si se
satisfacen, para Fi 4(t), las condiciones (C2.17), (C2.18) y (C2.19) de la Sec-
cién 2.4.1.

Resultado 2.1 El estimador ﬁMA(t) es una verdadera funcion de distribu-
cion.

Demostracién

Resulta facil demostrar que la condicién (C2.17) siempre se satisface si los

pesos p;, para i = 1,...,n, son independientes de t:
i Fualt) = leoosz sz lm o(t — i) ZPZO = 0.
1€s 1€S €S

tEinOOFMA = Llinoosz —Yi) = Zpi tgglwé(t — i) = Zpi = 1.

1€ES 1€ES 1€ES

Por otro lado, Fi4(t) es una funcién continua por la derecha y mondtona no
decreciente para unos pesos p; que sean independientes de ¢:

» Sea t; < to, entonces O(t; — y;) < d(ta — y;) para i € sy F\MA(tl) =

Doics Di0(tr — yi) < Y e Did(t2 — yi) = Fua(tz), puesto que p; son los
mismos valores positivos para t; y ts.

= Sea t > t*, llmFMA = llmsz (t—vy) = Zpi}ggﬂt—yi) =

t—t*

R €S €S
SR — ) = Pualt).

€5

Por tanto, las condiciones (C2.17), (C2.18) y (C2.19) se satisfacen para
Fyr A(t) si el mismo conjunto de valores p; son usados para cada argumento
t. Como Fy4(t) asume un vector fijo t,, entonces, Fyra(t) es una verdadera
funcién de distribucion. O
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F\MA(t) es igual a F(t) cuando z; = y;

En las investigaciones por muestreo que incorporan muestreo sucesivo, la
variable auxiliar es la misma que la variable principal, pero medida en un
periodo anterior. En este caso, la informacion auxiliar incluye valores pobla-
cionales de la variable x, los cuales pueden estar proximos a los valores de
y. En tal situacién, resulta razonable esperar que un estimador de F),(t) de-
beria de aproximarse a Fy(t) a medida que = se aproxima a y. Esta propiedad
no se satisface para el estimador estandar, puesto que éste no hace uso de la
informacion auxiliar.

St y; = @;, puede verse que B =1, g; = y; y segunda restriccién plantea-
da para el estimador Fia(t) estd dada por Y .. pid(ty — y;) = Fy(ty). Asi,
Fapa(t) = Y ics Di0(t — v;) es exactamente igual a Fy(t) si ¢ coincide con uno
de los valores de vector t,. Si esto no sucede, la igualdad, en general, no se
cumple, aunque se esperan que las desviaciones sean pequenas si el argumento
t estd préximo a un componente de t,.

Comportamiento asintético

__ El siguiente paso es establecer el comportamiento asintdtico del estimador
Fyra(t). Lamentablemente, este estimador usa los vectores t, y [, que son
dependientes de la muestra, lo que dificulta la obtencién del comportamiento
asintotico de este estimador. No obstante, es posible obtener algunos resul-
tados para el estimador Fj 41(f) que es muy similar al estimador propuesto
aunque menos eficiente al utilizar menos informacién auxiliar. Este estimador
se obtiene equivalentemente que el estimador propuesto, con la diferencia de
que los pesos p; estan basados en las restricciones 77 y

> pilto =) = 3 D200t~ ) = Fyfo). (2,105

€S

para un valor cualquiera ty especificado.

Nota 2.1 En caso de haber establecido propiedades asintoticas como la equiva-
lencia con otros estimadores o la determinacion de la varianza del estimador
Fra(t), estas expresiones serian solamente vdlidas para muestras de gran
tamano y por tanto, serian poco utiles en la prdactica. Habitualmente, la repli-
cacion de algun tipo, como Bootstrap, Jackknife o replicacion mediante mues-
tras balanceadas (Shao y Tu, 1995), es una alternativa que se usa en la etapa
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de estimacion de la varianza, particularmente para la estimacion de varianzas
de funciones de distribucion que son especialmente dificultosas. Tales proce-
dimientos son faciles de computar (Dalgleish, 1995) y ademds, han demostra-
do un buen cumplimiento para el método de verosimilitud empirica (Chen y
Sitter, 1999) y para la estimacion de la funcion de distribucion (Lombardia et
al., 2003, Lombardia et al., 2004).

Teorema 2.10 Cuando el vector B\ se reemplaza por el parametro B dado en
(3.50), el correspondiente estimador de verosimilitud pseudo empirica modelo-
asistido, F\ﬁm (t), cuando se usa el punto ty = t, es asintdticamente equivalente
a un estimador de tipo regresion generalizado:

Ffai(t) = Fuiey(t) + (Fy(t) — Fy(1))D + 0,(n/2),
donde

D= Tow _ Doies B1O(E —4s) — F\HKy( ][t — b;) — Fy(t)]

CH Yies A [0t = bi) = Fy(1))?

)

b; = B'z;, Fy(t) es la funcion de distribucién de la variable b y Fy(t) denota
el estimador de tipo Hajek para la funcion de distribucion de b en el punto t.
z y w denotan las variables §(t — y) y §(t — b), respectivamente. Por tanto,
F\MAl (t) es asintdticamente insesgado bajo el diseno y tiene la misma varianza
asintotica que el estimador de tipo regresion generalizado.

Demostracién

Para demostrar este teorema, asumimos que la poblacién finita esta en-
vuelta en una secuencia de poblaciones donde n y N aumentan de tal forma
que (n/N) — f cuando n — oco. Ademas, se considera la variable de calibracién
§(t — b;) en (2.105) para construir Fya1(t). Sea u; = 6(t — b;) — Fy(t). Puesto
que |u;| < 1, las condiciones (C2.1) y (C2.2) del Teorema 2.3 se satisfacen y
por tanto

(b e A

y D = di (1 — M) + 0,(n~Y2). Asf:

Fiin(t) =Y 0id(t —y:) + 0p(n™1%) =

€S
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Ey(t) — Fy(t)) us
:de 1= ( S diu 2) 3t — ;) + 0op(n™'?) =

zeszz

S - BT diude = ) + o) =

€S i€s 1 €S

= Fuioy(t) + (B () — Fy(t ))Zles’zl ditz_yl) +op(n"?) =

zEszz

= Fygey(t) + (Fy(t) — Fy(t)) D + 0,(n"'/?).

O

El resultado anterior es valido cuando se usa el parametro poblacional B.
El siguiente resultado garantiza que el Teorema 2.10 también se cumple cuando
usamos el parametro muestral ﬁ el usado por el estimador F a1(t).

Teorema 2.11 Los estimadores Fayai(t) y FB 4, (t) tienen la misma distribu-
cion limite.

Demostracién

Denotemos los estimadores modelo-asistidos de verosimilitud pseudo empiri-
ca por Fyyai(t ) =T, (B) y FB . (t) = T,(B). La expresién T), (B) depende
del estimator ﬁ, es cual es funcién de los datos muestrales y estima con-
sisténtemente el vector de parametros 3. Reemplazando el estimador (3 en
T.(-) por v y denotandolo por T,(v), es posible encontrar la distribucién
limite de la media de esta expresion cuando el valor actual del pardmetro
es Ot pu(y) = im0 Eg[T,(7v)] = F,(t), donde F,(t) es el valor limite de F,(t)

cuando N — oo. Por tanto

op(y)| [ 9uly) -
L - ( 5 7:ﬁ> = (0,0,...,0).

9y
Randles (1982) demostré que bajo esta condicién, la distribucion limite de
T,(B3) (= Farar(t)) y To(B) (= FE (1)) son idénticas. O

Ouly)

w=ﬁ’ B 5%

ou(y)
=0 ’ 372

y(D)+
(1)) D

Teorema 2.12 El comportamiento asintdtico del estimador ]/5 Dl(t) =
(Fb(t)—ﬁb(t))ﬁ es el mismo del estimador ﬁ;”(t) = ﬁHKy( t)+ ( b(t)—

(
e Serdilol =) — RIS~ b) ~ Fr)
o D iev 410 = bi) — Fy(t))?
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Consecuentemente, F5 4, (t) es asintdticamente normal y asintéticamente ins-
esgado bajo el diseno. Su correspondiente varianza asintotica estd dada por

AV(FEL0) =33 Aa(diE)(d} By), (2.106)

weU leU

donde Ay =y —mm y By = 0(t —y;) — 6(t — b;)D.

Demostracién

EP(t) puede expresarse como sigue:

~

FPY(t) = Frey(t) + (Fy(t) — Fy(t)D =

= Fury(t) + (Fy(t) — By(t))(D — D+ D) =
= Fuy(t) + (F(t) — Fy(£))D + (Fy(t) — Fy(1))(D — D) =
= EP2(t) + (By(t) — Ey(t))(D — D).

ﬁb(t) vy D son asintéticamente insesgados bajo el disefio para Fy(t) y D, respec-
tivamente, y por tanto el producto (Fy(t) — ﬁb(t))(D D) sera de menor orden
que Fy(t). Consecuentemente, el término (Fy(t) — Fy(t))(D — D) tiene menor
orden que ﬁHKy(t) + (Fy(t) — Ey(t))D. Entonces, ﬁyDl(t) es asintéticamente
insesgado y puesto que los estimadores F Ky (t) y F\b(t) son asintéticamente
normales, el estimador F\f (1) es asintéticamente normal.

La varianza asintética de ﬁf (1) coincide con la varianza del estadistico
EP2(t), la cual estd dada por

V (Fuyt) + (Ft) = B()D) =V (Fusey (1) + Fi()D — By(1)D) =

—V (ﬁHKy(t) - ﬁb(t)D> ,
puesto que Fy(t)D es un término constante. Ahora

Fuicy(t) = Fy(t)D =" dro(t —yi) = Y djo(t

1€8 1€Ss

= d;[6(t —y;) — 6(t —b)D] = Y _d;E;,

€S 1€s
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Asi, la varianza asintética de FB ,,(¢) esta dada por

AV(ER L (8) =V (Fury(t) — F()D) =V (X, diE;) =

=> ) Au(diEi)(d; E).

€U leU

O

__ Considerando el Teorema 2.11, el resultado anterior también sostiene para
Fyrai(t) en lugar de F5 4 (t). Por tanto, asumiendo el estimador Fya;(t), la
varianza (2.106) puede estimarse por

V(Faa(t ZZ

i€s JES

pzez p] 6]') )

donde e; = 8(t — ;) — 6(t — ¢;)@, con

?7; _ Yiesdi18(t = y:) = Fuie (9]0t = g:) — Fy (1)

; Sies 2[00t — g;) — Fy(t))?

y donde v denota a la variable 6(¢ — g).

é:

Y

Nota 2.2 Algunos autores, tal como Rao et al. (1990), usan la pseudo-variable

~t

gi =Rz, parai=1,..., N, para construir estimadores modelo-asistidos para
la funcion de distribucion, donde R = (3, dix;) ' (3 ,cs divii)- El problema de
esta pseudo-variable es que puede unicamente usarse para una variable auziliar.
Bajo tal situacion, R 6 pueden usarse.

Nota 2.3 FEl estimador ﬁMA(t) es computacionalmente simple y no depende
de pardmetros desconocidos, puesto que el vector t; puede calcularse facilmente
a través de x, el cual asumimos es conocido. Cuando esta informacion no
esta disponible, el muestreo bifdsico es una técnica apropiada para poder aplicar
el estimador propuesto. Este muestreo consiste en tomar una primera muestra
mas grande, donde se recogen los datos de la variable auxiliar. Esto servird co-
mo informacion auxiliar completa en una sequnda muestra mas pequena. Véase
el Apéndice B para un mayor detalle de este esquema de muestreo.

2.4.5. Propiedades empiricas

Las principales propiedades del estimador F mA(t) han sido establecidas en
la Seccion 2.4.4. El siguiente paso es analizar la precision de este estimador
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por medio de un estudio empirico. Por tanto, en esta seccion se llevan a cabo
estudios de simulacion para investigar el cumplimiento muestral de varios esti-
madores de la funcién de distribucion existentes en la literatura del muestreo
en poblaciones finitas.

Para realizar estos estudios se han usado dos poblaciones simuladas gener-
adas bajo una relacién lineal entre y y X, y una poblacién natural, en la cual
no se sostiene una relacion de este tipo.

Las poblaciones simuladas, de tamano N = 1000, se han generado mediante
el modelo

Yi = Po + Prx1i + Pawa; + €, (2.107)

donde las variables x1; vy x9; se han generado de distribuciones Gamma y
las cantidades ¢; son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucién Normal de pardmetros 0 y o2. El valor de o? se
escoge de modo que el coeficiente de correlacion entre y; y By + G115 + PoTo;
es 0.98 para la primera poblacién (Pob098) y 0.80 para la segunda poblacion
(Pob080). Como poblacién natural se emplea la poblaciéon Murthy, la cual pre-
senta un comportamiento exponencial en sus datos. En el Apéndice A estan
disponibles las propiedades méas importantes de estas poblaciones asi como sus

respectivos diagramas de dispersion.

La precision del estimador F wa(t) es comparada con los siguientes esti-
madores: Fyp,(t) (el estimador convencional), Fop(t) (Chambers y Dunstan,
1986), Frica(t) (Rao et al., 1990), FiL(t) (Chen y Wu, 2002), F,(t) y Fy(t).

Notamos que el modelo (A.2) fue también usado por Chen y Wu (2002),
teniendo el estimador ﬁﬁ)c(t) el mejor cumplimiento en la mayoria de los casos.
En este estudio, también se usa el estimador Fuy 4(t) cuando se considera un
valor tg en las restricciones. Este estimador serd nombrado como F wa1(t). Esto
nos permitird comprobar la ganancia de precision de usar un vector en las

restricciones en lugar de usar un tnico valor. Asi, el mismo punto ¢y = Q4(0,5)

es usado por los estimadores ﬁﬁ)c(t) y F\MAI (t) para cada t, puesto que esto
es necesario para obtener una auténtica funcién de distribucion.

Se llevan a cabo dos estudios de simulaciéon. Por un lado, se evaltan los
estimadores en los puntos t = Q,(0,25), t = Q,(0,50) y t = Q,(0,75). Con el
fin de revelar el comportamiento medio de los distintos estimadores en dife-
rentes valores de t, se realiza otro estudio de simulacién para los argumentos
t = Qy(0,1),Q,(0,2),...,Q,(0,9). Este dltimo nos permitird observar el com-

o~

portamiento del estimador Fy4(t) cuando se usan valores de ¢ alejados de
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tg = (tg257 thOv tg75)t~

Primera simulacién

Esta primera simulacion consiste en tomar una muestra aleatoria simple de
las anteriores poblaciones y estimar la funcién de distribucién en los puntos
t =0y(0,25), t = Q,(0,50) y t = Q,(0,75) mediante los distintos estimadores.
Este proceso se repite B = 1000 veces para diferentes tamanos muestrales. A
continuacion, el cumplimiento de todos los estimadores se compara en términos
de Sesgo Relativo (SR) y de Eficiencia Relativa (ER), con

1 o= Ft)y — Fy(t) _ ECMIF(t)]
I; o : ER<t>_EOM[ﬁHTy(t)]’ (2.108)

donde b expresa la b-ésima simulacion, F(t (t) es un estimador cualquiera de la
funcién de distribucion, ECM[F(t )] = B~ DY |[F F(t), — F,(t)]? es el Error

Cuadratico Medio empirico para F(t), y ECM[F. rry(t)] se define de modo
similar para el estimador estandar. Notamos que valores de /R menores de
1 indican que el estimador F'(t) es mejor que Fyp,(f) en términos de error
cuadratico medio.

Las funciones que permiten llevar a cabo este estudio pueden consultarse
en el Apéndice ??7. La funcién de R usada para encontrar la solucién de la
ecuacién h(A\) = 0 puede también verse en Wu (2005).

Las Figuras 2.7 y 2.8 muestran la F'R para las tres poblaciones cuando se
evalian en los cuartiles poblacionales de la variable de interés. En los casos
donde un estimador cumpla peor que el estimador estandar, su correspondiente
linea estard omitida. Los valores absolutos de las cantidades SR para Fy(t)
estdn todas dentro de un rango razonable y son todos menores del 1%. Esto
sostiene para el resto de estimadores en la mayoria de los casos. De este modo,
estos valores no se muestran.

De las Figuras 2.7 y 2.8 se pueden obtener las siguientes conclusiones:

1. Fy 4(t) es considerablemente mas preciso que el resto de estimadores en
t = Q,(0,25) y t = Q,(0,75), y exhibe la mas baja ER en estos ca-
sos. Cuando se estima la mediana de la variable de interés, la situacion
es diferente, es decir, otros estimadores presentan un similar com?or—
tamiento que Fyy4(t). Por ejemplo, uno de estos estimadores es F
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Figura 2.7: Eficiencia Relativa de distintos estimadores en las poblaciones
Pob098 y Pob080.
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Figura 2.8: Eficiencia Relativa de distintos estimadores en la poblacién Murthy.
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en las poblaciones Pop098 y Pop080. Este estimador muestra una mayor
ER en los puntos t = ,(0,25) y t = Q,(0,75) debido a que t, estd ale-
jado de ¢. El conocimiento del modelo correcto maximiza la eficiencia de
Fﬁé(t), pero solamente cuando t esta proximo a t.

En los casos donde hay una fuerte informacién auxiliar (Pop098), la
ganancia de usar Fep(t), F]S)C(t), Fra(t) y Farai(t) puede ser substan-
cial comparada con el estimador estandar.

La débil linealidad en la poblacién Murthy afecta especialmente a F JS)C (t)

y ﬁCD(t), los cuales son mas eficientes cuando los datos se rigen por un
modelo lineal (Pop098 y Pop080).

Fep(t) es menos eficiente que el estimador estandar de tipo Horvitz-
Thompson cuando la funciéon de distribucion se estima en los puntos
t =0Q,(0,25) y t = Q,(0,75). Este estimador es bastante preciso cuando
t estd préoximo a @,(0,5), aunque llega a ser considerablemente menos
eficiente cuando ¢ esta alejado de @,(0,5).

ﬁM 41(t) es siempre menos preciso que ﬁM A(t). Esto revela que la ganan-
cia de usar el vector t, en lugar de un valor ¢y. En cualquier caso, F aa1(t)
tiene un buen comportamiento y es siempre mas eficiente que el estimador
estandar.

En términos de ER, el estimador mas eficiente para F),(t) se obtiene por
F va(Qy(0,75)) en la poblacion Murthy. En este caso, los estimadores
modelo-calibrados y basados en modelo no tienen un buen comportamien-
to. Esto puede deberse a que no existe una buena linealidad y a que ¢t
esta alejado de tg.

~

Los estimadores ﬁr(t) y Fy(t) son siempre considerablemente menos efi-
cientes que Fpa(t).

Segunda simulacion

La simulacién anterior se ha realizado en los puntos ¢t = @,(0,25), t =

,(0,50) y t = @Q,(0,75). Puede observarse que el orden de estos cuantiles co-

incide con el orden de los cuantiles del vector t,. Es esperable que Fjr4(?)
cumpla bien en esta situacién. Por este motivo, usaremos otro estudio de
simulacién para medir la precision de los distintos estimadores en los puntos

t=0Q,00,1),Q,(0,2),...,0Q,(0,9).
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Figura 2.9: Sesgo Relativo Medio de distintos estimadores en las poblaciones

Pob098, Pob080 y Murthy.
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Figura 2.10: Eficiencia Relativa Media de distintos estimadores en las pobla-
ciones Pob098, Pob080 y Murthy.
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En este caso, el cumplimiento de los estimadores es medido mediante el
Sesgo Relativo Medio (SRM) y la Eficiencia Relativa Media (ERM), dados
respectivamente por

9
1
SRM = 5 ; |SR(t,)| ; ERM =

donde SR(t) y ER(t) estan definidos en (2.108) y ¢, es el g-ésimo decil para
la variable de estudio.

Consideramos también una medida global del cumplimiento de los esti-
madores a través de los 9 cuantiles para cada muestra obtenida de las B = 1000
simulaciones. Esta medida es la Desviacion Absoluta Méxima (DAM) que
esta dada por: DAM(b) = méx, ]F\(tq)b — F(t,)|, para b = 1,..., B. Nota-
mos que las medidas SRM, ERM y DAM se han usado también por Silva y
Skinner (1995).

La Figura 2.9 muestra los valores SRM (%) para las tres poblaciones.
Puede observarse que todos los estimadores exhiben valores SRM menores
del 1% para las poblaciones Pob098 y Murthy. Asumiendo una relacién més
débil (Pob080), el estimador de tipo razén presenta el peor comportamiento
(su SRM es sobre el 1.4%). En la mayoria de los casos, puede observarse que
los valores SRM son decrecientes segtn el tamano muestral y que el estimador
Fra(t) presenta el menor sesgo.

Los valores ERM para las tres poblaciones estan mostrados en la Figura
2.10. Estos resultados revelan que hay una razonable ganancia de eficiencia
al usar F;4(t) con respecto a otros estimadores. F ]S)C(t) muestra el segundo
mejor comportamiento en las poblaciones Pob098 y Pob080, las cuales estan
basadas en un modelo lineal. A pesar de esta relacién lineal entre y y x, la

perdida de eficiencia de F E)C(t) comparada con Fy4(t) se debe al hecho de que

el estimador F' ]E})C(t) usa un unico valor fijo tg = 0,5, y éste es menos preciso
cuando ¢ esté alejado de to. En términos de ERM, Fep(t) muestra el peor
comportamiento de todos los estimadores considerados. ﬁCD(t) es mas preciso
cuando ¢ estd cercano a (), (0,5), aunque este estimador sufre una considerable
perdida de eficiencia en cuantiles extremos (de bajo o alto orden).

La Figura 2.11 muestra los diagramas de cajas con bigotes de las distribu-
ciones de los valores DAM obtenidos para las tres poblaciones y muestras
de tamano 100 para las poblaciones Pob098 y Pob080 y 50 para la poblacion
Murthy. Estos diagramas confirman el analisis anterior: F\Cp(t) presenta la
méxima desviacién absoluta mientras que Fy4(t) muestra el mejor compor-
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Figura 2.11: Diagramas de cajas con bigotes de las Desviaciones Absolutas
Medias de distintos estimadores en las poblaciones Pob098 (con n = 100),
Pob080 (con n = 100) y Murthy (con n = 50).
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tamiento en todos los casos.

En todos los estudios (ER, SR, SRM, ERM y DAM), el estimador pro-

puesto, Fy4(t), proporciona una buena mejoria sobre Fyr41(t), el cual usa un
unico punto ty. Esto confirma la ganancia en eficiencia de usar el vector t,,
especialmente cuando ¢ estd alejado de ty.
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Capitulo 3

Aportaciones a la estimacion de
cuantiles

3.1. Introduccion

El problema de la estimacion de la totales y medias poblacionales en pres-
encia de variables auxiliares ha sido extensamente discutido en la literatura
del muestreo de poblaciones finitas. Para el problema de la estimacién de la
mediana y otros cuantiles, la situacion es bastante diferente y tan solo en la
actualidad este problema esta siendo discutido, debido en parte, al creciente
interés de este tipo de medidas. Notamos que los distintos estimadores y méto-
dos propuestos para la media y el total de una variable no tienen una extension
obvia al problema de la estimacién de cuantiles.

Un ejemplo del uso de cuantiles y otras medidas relacionadas en muestreo de
poblaciones finitas es el siguiente. Frecuentemente, los organismos nacionales
de estadistica y otras agencias se encuentran con variables, tales como ingresos,
gastos, etc., que presentan distribuciones con una alta asimetria. Bajo estas
circunstancias, la mediana resulta més apropiada que la media poblacional.
De este modo, asumiendo datos de Encuestas Continuas de Presupuestos Fa-
miliares, los gobiernos de diferentes paises obtienen numerosas medidas de
pobreza, tal como la proporcién de bajos ingresos, que dependen directamente
de determinados cuantiles. Un ejemplo de este tipo de medidas viene dado por
Eurostat (2000), en donde se define que un salario es bajo si éste estda por de-
bajo del 60 % del salario mediano mensual, es decir, el cuantil de orden 5 = 0,5
se emplea en Eurostat. A nivel nacional, el Instituto Nacional de Estadistica y
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sus correspondientes organismos autéonomos, definen una medida similar para
determinar el indice de pobreza, aunque en este caso la variable principal es
el gasto producido en los hogares espanoles. Otros estudios de tipo econémico
también usan cuantiles para estudiar la relacion entre gastos en alimentaciéon
de los hogares y los correspondientes ingresos, andlisis de salarios y gastos,
impacto de varias caracteristicas demograficas, calidad en la escuela, analisis
de demanda, etc. Una extensa bibliografia sobre estas y otras aplicaciones en
estudios de tipo econémico puede consultarse en Koenker y Hallock (2001).

Al igual que para el caso de la estimacion de parametros lineales como me-
dias o totales, las estimaciones serdn mas eficientes si se incorpora informacion
auxiliar, altamente correlacionada con la variable de interés, en la etapa de
estimacion. En la estimacion de cuantiles, existen dos grandes métodos que
incorporan la informacion auxiliar de forma eficiente:

M1. Estimacién de cuantiles indirectos: consiste en construir estimadores
de tipo razon, diferencia o regresion, tal como se construyen para la media
o el total. Ejemplos de este tipo de estimacién pueden verse en Kuk y Mak
(1989), Rueda, et al. (1998, 2003, 2004), etc. Notamos que para formular
estos estimadores, se requiere conocer los cuantiles poblacionales de las
variables auxiliares.

M2. Estimacién a través de la funcién de distribucion: La técnica ha-
bitual en muestreo de poblaciones finitas es invertir la funcién de distribu-
cion para obtener la estimacién de un determinado cuantil. Se requiere,
por tanto, usar eficientemente la informacién auxiliar en la etapa de esti-
macion de la funcién de distribucién. El inconveniente de esta técnica es
que el estimador de la funcién de distribucién debe ser una verdadera fun-
cién de distribucion para estimar cuantiles con mayor precisiéon. Aunque
este hecho resulta imprescindible, existen varios estimadores en la lite-
ratura que no cumplen tal propiedad. Chambers y Dunstan (1986) fueron
de los primeros investigadores en considerar la inversa de la funcion de
distribucién para obtener cuantiles. Otras importantes referencias son
Rao et al. (1990), Wang y Dorfman (1996), Dorfman y Hall (1993), Kuo
(1988), Silva y Skinner (1995).

Notamos que durante el desarrollo de este capitulo se trataran exclusiva-
mente con estimadores derivados del método M2, el cual es mas usado por su
calidad de estimacion y eficiencia.

Los primeros trabajos relacionados con el problema de la estimacién de
parametros de posicién, como la mediana y los cuantiles se deben a Woodruff
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(1952) donde se construyen intervalos de confianza bajo muestreo aleatorio
simple. Posteriormente, Hill (1968) utiliza un enfoque bayesiano para la con-
struccién de sus estimadores, mientras que Sendransk y Meyer (1978) se basan
en un enfoque puramente probabilistico de distribucién de estadisticos orde-
nados para muestreo aleatorio simple y estratificado. Pero los estimadores mas
eficientes y con mejores propiedades se desarrollan posteriormente bajo aproxi-
maciones modelo-asistidas, basadas en el modelo y modelo-calibradas. También
se han propuestos estimadores de cuantiles mediante intervalos de confianza
basados en estimadores de razon, regresién y diferencia y usando informacion
auxiliar multivariante (Rueda, Arcos y Artés, 1998, Rueda y Arcos, 2001, Rue-
da y Arcos, 2002a, Rueda y Arcos, 2002b).

En la literatura, los estimadores de cuantiles mas conocidos son los siguien-
tes. En primer lugar, citamos el estimador de Chambers y Dunstan (1986) para
la funcién de distribucion, el cual estd basado en un modelo de superpoblacion.
La inversién directa de esta funcion puede usarse para la obtencion de cuantiles.
Siguiendo esta técnica, Rao et al. (1990) propusieron estimadores de tipo razén
y diferencia usando una aproximacién basada en el disefio. Kuk y Mak (1989)
propusieron dos estimadores para los cuales solamente es necesario conocer a
nivel poblacional el valor de la mediana de una variable auxiliar. Mas recien-
temente, Rueda et al. (1998) y Rueda y Arcos (2001) propusieron intervalos
de confianza para los cuantiles basados en estimadores de tipo razén y difer-
encia de la funcién de distribucién. En Rueda et al. (2003, 2004) se plantea la
estimacion de cuantiles mediante estimadores de tipo diferencia usando cuan-
tiles poblacionales del mismo orden de la variable auxiliar. La estimacién de
cuantiles usando técnicas recientes de estimacién también ha sido investigada.
Por ejemplo, Chen y Wu (2002) proponen la estimacién de cuantiles usando
la aproximacién modelo-calibrada.

Existe otro gran nimero de estimadores de cuantiles propuestos para dis-
tintos disenos muestrales. Los estimadores méas importantes se iran citando a
lo largo del presente capitulo, en el cual se trata el problema de la estimaciéon
de cuantiles desde distintos enfoques. Por un lado, se desarrollan nuevos esti-
madores en disenios muestrales mas complejos, y por otro, se proponen esti-
madores asumiendo el reciente método de verosimilitud empirica.

Para formular la mayoria de los estimadores de cuantiles, ya sean a través
del método M1 o del método M2, es necesario conocer los valores poblacionales
de las variables auxiliares, aunque esto es poco usual en la practica. La solucion
a este problema se trata en la Seccion 3.2 mediante el uso del muestreo bifdsico
(véase Apéndice B), en el cual la informacién auxiliar poblacional puede es-
timarse usando la muestra de la primera fase. Por tanto, en esta seccion se
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proponen estimadores de cuantiles en muestreo bifasico y asumiendo que las
unidades muestrales se extraen mediante métodos de muestreo con probabili-
dades desiguales en cada una de las dos fases. La eficiencia de estos estimadores
puede mejorarse si se usa un muestreo estratificado en la primera fase. Asu-
miendo este ultimo diseno muestral, denominado muestreo bifasico aplicado a
la estratificacién, se comprueba que los estimadores propuestos pueden llegar
a ser mas precisos con respecto a otros existentes en la literatura.

Por otro lado, en la Seccion 3.3 se plantean nuevos estimadores de cuantiles
bajo muestreo en ocasiones sucesivas (véase Apéndice B para un mayor detalle
sobre este diseno). El método propuesto se basa en el caso de que las muestras
son seleccionadas mediante muestreos probabilisticos con probabilidades de-
siguales (por ejemplo, con unidades proporcionales al tamafno). Notamos que
éste es el caso de los organismos nacionales y agencias de estadistica que rea-
lizan encuestas continuas a lo largo del tiempo. Dentro de esta seccién también
se definen estimadores de cuantiles basados en multiples variables auxiliares. La
introduccién de tal informacién proporciona un marco de estimacion apropia-
do que permite obtener estimadores mas precisos. El comportamiento de todos
los estimadores propuestos se analiza desde el punto de vista tedrico (mediante
aproximaciones asintéticas), y desde una perspectiva empirica (analizando los
resultados obtenidos a partir de una serie de poblaciones).

Para cerrar este capitulo, en la Seccién 3.4 se proponen estimadores para
cuantiles asumiendo el método de verosimilitud empirica, expuesto con detalle
en el capitulo anterior. Los estimadores propuestos usan de manera eficiente
la informacion auxiliar, lo que se traduce en una mejoria de la precision. Esta
precision de los estimadores propuestos se ha evaluado para el calculo de al-
gunas medidas de pobreza oficiales, las cuales dependen de forma directa de
cuantiles. Este estudio se ha llevado a cabo asumiendo distintos estimadores de
cuantiles. Los resultados obtenidos reflejan que los estimadores propuestos pro-
porcionan estimaciones mas precisas para las medidas de pobreza involucradas
en tal estudio.

3.2. Estimadores bajo muestreo bifasico

En esta seccion se resuelve el problema de la estimacion de cuantiles bajo
muestreo en dos fases o muestreo bifasico con disenos muestrales arbitrarios
en cada una de las dos fases. Se proponen varios estimadores de tipo direc-
to, razon y exponencial que proporcionan estimaciones 6ptimas para un de-
terminado cuantil. Se analizan propiedades importantes de estos estimadores
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tales como la insesgadez, estimacion de varianzas, etc. Como caso particular,
se investiga también el muestreo bifésico aplicado a la estratificacion, diseno
muestral que ofrece importantes ganancias en eficiencia debido a los beneficios
que produce el muestreo estratificado. Todas estas propiedades se ven desde un
punto tedrico, aunque el analisis de los estimadores se completa con un estudio
empirico llevado a cabo para los cuartiles y bajos distintos disenos muestrales
con probabilidades desiguales. Este estudio refleja que los estimadores pro-
puestos mejoran a otros estimadores conocidos en términos de sesgo y eficiencia
relativa.

Notamos que la mayor ventaja al usar muestreo bifasico es una alta ganan-
cia en precision sin un sustancial incremento en costes. De hecho, este diseno
muestral se usa frecuentemente en numerosas encuestas por razones de coste
y eficiencia.

3.2.1. Introduccion

Para el problema de la estimacion de un determinado parametro en muestreo
de poblaciones finitas, la informacion auxiliar juega un papel muy importante
en la precision de los estimadores. La mayoria de los estimadores basados en
informacion auxiliar se basan en el conocimiento a nivel poblacional de las
variables auxiliares. En la practica, esta cantidad no tiene porque ser cono-
cida. De hecho, son muy poco frecuentes las encuestas que disponen de esta
informacion, por lo que resulta imposible obtener estos estimadores basados en
informacion auxiliar. Una alternativa es estimar los pardmetros poblacionales
que usan los estimadores, aunque esto conlleva a importantes errores en la
etapa de la estimacion de la varianza (véase Berger, Munoz y Rancourt, 2006).
Bajo esta situacion, el uso de un muestreo bifasico es la técnica mas apropiada
para resolver este problema.

Por tanto, el muestreo bifasico es una herramienta til para aquellas inves-
tigaciones en las cuales no existe conocimiento previo de las variables auxiliares
a nivel poblacional. Otro punto a favor del muestreo bifasico es la creacion de
un esquema importante de informacion que permite la seleccién probabilistica
de sub-muestras. Para una mayor profundizacién sobre el muestreo bifasico en
la estimacion de medias o totales puede consultarse, por ejemplo, Sarndal et
al. (1992), Fernandez y Mayor (1994) y Artés y Garcia (2002).

En lo que respecta a la estimacion de cuantiles en muestreo bifasico, los
primeros autores en realizar investigaciones en este sentido fueron Singh et al.
(2001), Singh (2003) y Allen et al. (2002) para el problema de la estimacién
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de la mediana poblacional. Estos trabajos fueron desarrollados exclusivamente
para muestreo aleatorio simple. Con el fin de completar estos estudios, en
esta seccion se proponen numerosos estimadores para un determinado cuantil
cuando se lleva a cabo un muestreo bifasico con disenos muestrales arbitrarios
en cada una de las dos fases.

A continuacién se describe brevemente en que consiste un muestreo bifasico.
Suponemos que tenemos una poblacién U compuesta por N unidades de la que
se extrae en una primera fase una muestra, s’, de tamano, n’, bastante grande
y de bajo costo, segtin cierto criterio muestral, dy, tal que pg (s’) serd la proba-
bilidad de que s’ sea seleccionada y donde las correspondientes probabilidades
de inclusiéon de primer y segundo orden se denotan, respectivamente, como
Ty 7T;j para @ y j € U. En esta muestra, una o varias variables auxiliares
pueden ser recogidas facilmente, es decir, dicha muestra permite obtener la
informacién auxiliar necesaria para todo el proceso. Dada s’, una segunda
muestra s de tamano n es seleccionada en la segunda fase mediante un diseno
dsy, tal que p(s/s’) es la probabilidad condicional de escoger s. Las probabi-
lidades de inclusién bajo este diseno se denotan como ;¢ y /. Notamos
que A;j = 7r;-j — 7T;7T;- y Afjl = Tij/s — Ti/sTj/s- Véase también Apéndice B para
un mayor detalle sobre el muestreo bifasico.

3.2.2. Estimadores propuestos

Sin usar ningun tipo de informacion auxiliar, el candidato natural para
estimar el cuantil 5 es Q,(5) = inf{t | Fury(t) > B} = Fg%y(ﬁ), donde

Frry(t) = N Ze: T
es el estimador de tipo Horvitz y Thompson (1952) de F,(t), y las probabili-
dades de inclusién estan dadas por m; = Y-, pa1(s')mi s

Como puede observarse, para determinar m; se deben conocer las probabil-
idades 7;/s para cada s’, las cuales no se conocen generalmente porque 7/
pueden depender del disenio de la primera fase, por ejemplo si la muestra de
la segunda fase es disenada mediante un muestreo proporcional a una variable
auxiliar.

Notamos que el estimador de tipo Horvitz-Thompson para la media pobla-
cional tampoco puede obtenerse en la practica bajo este muestreo. Por esta
razon, Sarndal et al. (1992) propusieron el uso de estimadores 7*. Usando es-
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. . * / * ’ .
ta idea, se definen las cantidades 7 = m;m;/¢ y 7; = 7,;7;j/s, que permiten
definir el m-estimador de la funcién de distribucién como

FHTy(t) = N Z T:’

€S

y asi, el estimador directo propuesto para un cuantil 3 esta dado por

Q:(8) = F7L(9). (3.1)

Notamos que @;(ﬁ) no coincide generalmente con el estimador @y(ﬁ) ex-
cepto en casos excepcionales, aunque la principal ventaja del estimador directo
propuesto sobre el estandar comentado es su aplicabilidad para cualesquiera
que sean los disenos muestrales usados en cada fase.

El estimador (3.1) se ha definido sin usar ninguna informacién auxiliar. Si
esta informacién esta disponible, el uso de estimadores indirectos nos puede
ayudar a obtener estimaciones méas precisas para los cuantiles en muestreo
bifasico. De este modo, el siguiente paso es definir una clase de estimadores
que usen informacion auxiliar. En primer lugar mostraremos los principales
antecedentes relacionados con el tema que nos ocupa.

Asumiendo muestreo aleatorio simple y que la mediana de la variable z es
conocida, Kuk y Mak (1989) propusieron el siguiente estimador de tipo razén
para la mediana

Q:(0,5)
Ademds, Kuk y Mak (1989) propusieron otros estimadores de cuantiles bajo
muestreo aleatorio simple llamados estimadores de posicion y de estratificacién,
pero la extensién de cualquiera de ellos a otros disenos muestrales méas com-
plejos no ha sido posible

Rueda et al. (2003, 2004) propusieron para cualquier diseio muestral d y
para cualquier 3, métodos de diferencia y exponenciales para estimar un cuantil
(. Singh et al. (2001) sugirieron estimadores de tipo razén, regresién, posicion
y estratificacion de la mediana cuando la muestra es seleccionada en dos fases y
usando muestreo aleatorio simple en cada una de ellas. Bajo muestreo bifédsico
y muestreo aleatorio simple en cada fase, Allen et al. (2002) propusieron dos
clases de estimadores para la mediana poblacional. Estos estimadores usan la
informacion proporcionada por dos variables auxiliares, x y z, donde se asume
que la mediana de z es conocida.
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A continuacion se presenta una clase de estimadores para cuantiles pobla-
cionales finitos cuando las muestras en ambas fases son seleccionadas bajo
cualquier esquema de muestreo:

QM(B) = H(Q:(B), ), (3.2)

donde t* = @;(ﬁ)/@;(ﬁ), y @;(ﬂ) es el estimador de Q,(3) basado en la
muestra de la primera fase, esto es, Q,(3) = inf{t | Fi;-(t) > B}, donde

Frr,(t) = N > -
ics’ v

La funcién H satisface las siguientes condiciones:

(C3.1). Asume valores en un subconjunto convexo cerrado C C Ry, el cual
contiene el punto (Q,(5),1).

(C3.2). H es una funcién continua en C, tal que H(Q,(5),1) = Q,(B).

(C3.3). Las primeras y segundas derivadas parciales de H existen y son con-
tinuas en C, con

OH(q,t
Hlo(Qy(ﬁ)a 1) = %) = 1.
7 lgH=(Q,(8).1)

Un caso particular dentro de la clase general de estimadores H es el esti-
mador tipo razon dado por:

Ae i A @a(B)
Q(B) = Q05 2

el cual corresponde a la eleccién H(q,t) = q/t.

Otro estimador para el cuantil 3, llamado el estimador exponencial, esta da-
do por:

~/ «
QM))
Q3(5)

siendo a una constante fija. Este estimador también se encuentra dentro de la

clase H, puesto que se corresponde con la eleccién H(q,t) = ¢/t*. Notamos
que estos estimadores se han definido en Rueda el al (2006a)

Q:.(8) = Q4(B) (
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Nota 3.1 Sia =0, entonces @;6(6) = @Z(ﬁ), esto es, @Ze(ﬁ) coincide con el
estimador ™. Por otro lado, si a = 1, entonces @26(6) = Azr(ﬁ). Por 4dltimo,
A*

puede comprobarse que st a« = —1, entonces @Ze(ﬁ) = @y

definirse como un estimador producto.

(B), el cual puede

Nota 3.2 Bajo muestreo aleatorio simple en cada fase y 5 = 0,5, los esti-
madores propuestos Qy.(8) y Q;.(3) se corresponden, respectivamente, con los

estimadores ]\/ﬂa) Y ]\/J\éb) propuestos por Singh et al. (2001).

3.2.3. Propiedades teoricas

En este apartado se estudian las principales propiedades del estimador
Q;(ﬂ) y de los estimadores basados en la clase H. Debido a que estos esti-
madores no son funciones continuas, seran necesarias aproximaciones lineales.

Teorema 3.1 El estimador @;(ﬁ) es asintoticamente insesgado para Q,(f3)

Demostracién

En primer lugar, el estimador @; (6) puede expresarse asintéticamente co-
mo una funcién lineal de la funcién de distribucién estimada y evaluada en el
punto (), () mediante la representacién Bahadur (véase, por ejemplo, Cham-
bers y Dunstan, 1986, Kuk y Mak, 1989, Chen y Wu, 2002, etc):

~ 1

* _ _ - (B_ ™ n1/2 .
Qy(8) — Qy(B) fy(Qy(ﬁ))(ﬁ Frrry(Qy(5))) + O(n=77), (3.3)

donde f,(-) denota la derivada del valor limite de Fj(-) cuando N — oo.

Ademas, es sabido que el estimador ﬁ}}Ty(t) es insesgado de F'(t). En con-
secuencia, se tiene que (8 — Fpp,(Qy(3))) = 0 y basdndose en la ecuacién
(3.3), puede verse facilmente que E(@;(ﬁ)) = Q,(B) + O(n1/2), esto es, el
estimador @ (/) es asintéticamente insesgado de Q,(3). U

Corolario 3.1 De la ecuacion (3.3) y puesto que @;(ﬁ) es asintdticamente
insesgado de Q, (), la varianza asintdtica de @;(ﬁ), al primer grado de aproz-
imacion, esta dada por:

1 1 (ZW / /)5(Qy(ﬁ) — i) 5(Qy(3) — y;)

V(@Z(ﬁ)) = N2 7200, 08)) i — T = = +
yAey i,jeU v J

107



) — ;)0 Yy — 9
B |5 (e = g A0 = )80, 0) y>]>_

Corolario 3.2 Un estimador insesgado de V(@;(ﬁ)) esta dado por

~

_ L (Z x, — 7 5(03(8) — ) 3(Q5(8) — )

+

T T T
1,JES ij i J

V(Q;(8)) = N2 F2(Q,(5)

* *
Tij/s! U 7Tj

43 T = Ty SQ30) = ) AQ30) - yj>> |

1,JES

En la practica, la cantidad f,(Q,(3)) es desconocida. Un valor aproximado
de f,(Q,(5)) puede obtenerse aplicando métodos estandares tal como el kernel
(Silverman, 1986). Este estimador de la varianza no depende de esperanzas
relacionadas con el diseno de la primera fase, haciendo posible su calculo en la
préctica.

Teorema 3.2 Clualquier estimador dentro de la clase 'H es asintoticamente
insesgado para Q, ().
Demostracion

Para obtener este resultado nos basaremos en las siguientes aproximaciones
lineales:

~, o _ # N S n,1/2
~, . _ # _ Hx n_1/2
Q3(8) — Qu(5) fx(Qx(ﬂ))(ﬂ Frir.(Qa(5))) + O(n™77),
~, B _ 1 o n/—1/2

y usando la expansion de la serie de Tailor de primer orden para H sobre el

punto (Qy(8),1):

QD) = H(Qy(B), 1)+ (@5(8) = Qy(8)) Hro(@Qy(8), D+

(3.4)
+(t = 1) Hoi (Qy(8), 1) + O(n™1),
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donde Hyy y Hp denotan las derivadas pzirciales de /Primer orden de H con
respecto a q y t, respectivamente. Como Ffyp, (t) v Fyp,(t) son estimadores
insesgados de F,(t) y F,(t), respectivamente, puede observarse que cualquier
estimador en H serd asintéticamente insesgado para @Q,(3). O

Para obtener las expresiones asintoticas de las varianzas, consideraremos
la expansién de la serie de Taylor dada en (3.4), que da lugar a la expresién:

Qs B)

Q) = Qu8) = (@0) =~ QD) + = 5t

01(Qy(8);1) +0(n™").

Desarrollando se obtiene

Q(B) — Qy(B) ~ Qy(B)eo + (e1 — e2) Hor (Qy (), 1) — eafer — 62)H01(Qy(ﬂzél5))a
donde: |

) PR () S A ()
RO 1) R O N (2] R ON (2)

Introduciendo varianzas en (3.5) y bajo una aproximacién de primer orden, se
llega a la expresién:

V(QI(B) = Qy(B)V(eo) + Hor(Qy(8),1)?V (e1 — e2)+
+2Ho1(Qy(B),1)Couv(eg, e1 — €e2).

— 1.

Por otro lado, bajo muestreo bifasico:

V(QM(3) = EaV(Q(B)/s) + Va E(QH(B)/s)

refleja la variacién debida a cada una de las dos fases de muestreo. Usando las
propiedades conocidas del estimador de Horvitz-Thompson y su varianza, se
obtiene

VB ()5 = L (ZAw@ﬁ AM%@—W>

N2 f2 Qy ijeu T 7'('].
Yy
A / O ATY .
EaV(Q(B)/s) = Ea (Wﬁ o Z A ny yi) (Qy(ijz yj)) N
H3(@Qy(0).1) 1 ¢ 0(Qa(B) — 1) 5(Qu(B) — )
+ 01@92:’(6) RENE Qx ZJZ;;A = W; 2y
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+2

Ho(Qy(6),1) 1 o 0(Qy(B) — 1) 0(Qx(8) — z;)
ORGP S

i,j€s’
/ / / Sl _ .7
donde A;; = 7r2] ™y A = e — TijsTje. Esta expresion no puede
obtenerse en la practica, asi que para ello

S A 5( Qy — i) 0(Qy(B) — y5)

!/
T

1,j€U

se estima por

5 A_ 3(Q5(8) — i) 6(Q5(8) — )

!
. .

Y

i,jES i v J

y
(Z LLEMLE y»)
por ’ R R
Ay 0(Qy(8) — i) 6(Q5(5) — y5)

;;S i /]S/ . Ty ) U ’
Las funciones f,(Q.(8)) y f,(Q,(5)) pueden calcularse siguiendo Silverman
(1986).

Las varianzas asintéticas de los estimadores de tipo razén, producto y ex-
ponencial se derivan a partir de H(q,t) = q/t, H(q,t) = gty H(q,t) = q/t°,
respectivamente.

Una vez que la clase y sus propiedades principales han sido definidas, el
siguiente paso es obtener el estimador 6ptimo en la clase Q;e(ﬁ). La idea de
optimalidad se define en el sentido de minimizar la varianza asintética de estos
estimadores.

El valor 6ptimo de « esta dado por

= Q) Cov(@y(8), Qul?) = Cov(Qy(5). Q(8)

Qy(B) V(Q.(9)) + QL(B) — 2Cov(Q.(8), QL(8))

Usando las propiedades de muestreo bifdsico, se obtiene:

s 0(Qy(B) — vi) 0(Qu(B) — J;j))
A7
Qopt = Qa () f2(Qx(8) ) (z% ™ 7Tj
P Qy(ﬁ) Jy (Q (8) (Z AS,& Q. ﬁ) ;) 6(Q.(3) — J:J)> )
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y el estimador 6ptimo esta dado por

Q5 (5) = 3y(0) (W >> .

Puede verse que:

VIQI(B) = V(@5 (3) = V(Qy(B)) — K1 = o
V(G - Cov@u(8),Q.(8) — Cou(@y(5). @ (5)))*
! V(Q.(8)) + Q,(8) — 2C0u(Q.(5), QL(8))

(3.6)
esto es, el valor mas bajo de la varianza de Q?(ﬂ) esta dado por el estimador
exponencial con ap;.

La ecuacién (3.6) demuestra que el estimador propuesto @;"”t () es siempre
mas eficiente que el estimador mas simple @y(ﬁ) Puede observarse que K es
la cantidad que se reduce de varianza cuando se usa el estimador exponencial
con el valor 6ptimo de « en lugar de usar el estimador @y ().

En la practica, el valor de « es desconocido. Sin embargo, los datos mues-
trales podran usarse para obtener un estimador para este pardametro. Un posi-
ble estimador para el valor éptimo de a esta dado por

Af 0(@5(8) = 1) 3(Qu(8) — )
QD) LlQu) e B @
Q3(8) [u(@(0) o~ A} 5(Qu(8) — 1) 6(Qu(B) — ;)

Tii/s! T, >
e il : ;

De este modo, se puede definir un estimador 6ptimo para el cuantil 5 como:

SN GRS
Q3(p) = 0:(9) (62;(6))

Siguiendo el procedimiento discutido en Allen et al. (2002), puede de-
mostrarse que E(Qg(ﬁ)) = Qu(B8) + o(n™') y al primer grado de aproxi-

macién, V(Q3(8)) = V(@5 (3)), esto s, los estimadores Q3(8) y Q5 (3)

son asintéticamente equivalentes.
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3.2.4. Propiedades empiricas

Se han propuesto varios estimadores para cuantiles en muestreo bifésico
cuando las muestras en ambas fases se seleccionan con probabilidades de-
siguales. A continuacion se lleva a cabo un estudio de simulacién con el objetivo
de observar el comportamiento de estos estimadores y destacar el mas eficiente
entre ellos. En este estudio se han considerado las poblaciones Fam1500 y
Counties (véase Apéndice A).

Se han generado 1000 muestras independientes bajo diferentes métodos de
muestreo en cada fase. El tamano muestral en la primera fase, n’, se ha fijado
en 150, mientras que el tamano de la muestra de la segunda fase, n, varia entre
10 y 100. Los casos considerados son los siguientes:

1. (Mas.Midzuno): Las muestras en la primera fase han sido seleccionadas
mediante muestreo aleatorio simple de tamano n’, mientras que las mues-
tras de la segunda fase se han tomado mediante el método de Midzuno
(véase Apéndice B). Las probabilidades de inclusién en este caso vienen
dadas por:

n—-n n—1 . /
y  Mifst = + — T =TT

I _ . [
n' =13 coz; n'—1

/

=] =

2. (Mas.Poisson): En la primera fase se usa muestreo aleatorio simple de
tamano n’, y las muestras de la segunda fase son seleccionadas mediante
el método de Poisson (véase Apéndice B), de modo que las probabilidades
de inclusién estan dadas por:

x; . /
771./5, = N — T, :771'772'/3’-

ZjES’ ZL']

El cumplimiento de los estimadores propuestos en muestreo bifasico para
un determinado cuantil se evalia para los tres cuartiles, § = 0,25,0,50,0,75,
en términos de Sesgo Relativo (%) (SR) y Eficiencia Relativa (ER) mediante
aproximaciones Monte Carlo derivadas de B = 1000 muestras independientes.
Estas medidas vienen dadas por:

o~

TGO -Q)  BCMQL(B)]
T ELT A T g

)

donde b indica la b-ésima simulacién y @;(ﬁ) denota el i-ésimo estimador
propuesto, con
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EC’M[@Z( 3) = B0 1[Ql( o — Qy(B))? es el Error Cuadrédtico Medio

empirico y ECM [@;(ﬁ)] se define andlogamente para Q*(ﬁ), el estimador di-
recto definido en (3.1). Se recuerda que este estlmador no usa informacién
auxiliar.

Las Figuras 3.1, ..., 3.4 representan la eficiencia relativa para los esti-
madores Q,(8), Q2(3) y Q3(0) en las diferentes poblaciones y bajo los disefios
Mas.Midzuno y Mas.Poisson. Estas figuras muestran el comportamiento de
los estimadores cuando aumenta el tamano muestral en la segunda fase, mien-
tras que el tamano muestral de la primera fase permanece constante.

Cuando existe alta correlacion lineal entre y y la variable auxiliar, to-
dos los estimadores son mds eficientes que el estimador Q;(3), mostrado con
lineas horizontales. La ganancia en eficiencia relativa decrece cuando aumenta
el tamano muestral en la muestra de la segunda fase. Este resultado resulta
l6gico porque si el tamano muestral en la segunda fase es pequeno, entonces
la muestra tendrd menos informacién de la variable y, y el estimador Q;(3)
presentara mayor grado de error, mientras que los estimadores de tipo razén y
exponencial son mas eficientes porque usan mds informacién. Cuando n incre-
menta, QZ(B) obtiene mejores estimaciones y mas cercanas a las estimaciones
de los estimadores de tipo razon y exponencial.

@z(ﬁ) es el estimador mas eficiente en la mayoria de los casos. Este resul-
tado era deseable porque este estimador es asintoticamente optimo en la clase
(3.2). Sin embargo, el estimador Q7 () presenta valores bastantes similares

y no depende de valores desconocidos. Se observa que @;(ﬁ) es el estimador
menos eficiente de entre los estimadores propuestos. Cuando la relacién li-
neal entre las variable es mas débil, Q;(ﬁ) es incluso menos eficiente que el

estimador directo, mientras que Qi(ﬁ) y Qz(ﬁ) contintian teniendo un buen
comportamiento. En resumen, el uso del estimador exponencial mejora las es-
timaciones, especialmente si la relacion lineal entre las variables es débil.
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Figura 3.1: Eficiencia Relativa para la poblacion Fam1500 y bajo el diseno
muestral Mas.Midzuno. n’ = 150.
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(*) x1 se usa como variable auxiliar y x2 para asignar probabilidades.

(**) x2 se usa como variable auxiliar y x1 para asignar probabilidades.
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Figura 3.2: Eficiencia Relativa para la poblaciéon Fam1500 y bajo el diseno
muestral Mas.Poisson. n’ = 150.
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(*) x1 se usa como variable auxiliar y x2 para asignar probabilidades.

(**) x2 se usa como variable auxiliar y x1 para asignar probabilidades.
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Figura 3.3: Eficiencia Relativa para la poblacién Counties y bajo el diseno
muestral Mas.Midzuno. n’ = 150.
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(*) x1 se usa como variable auxiliar y x2 para asignar probabilidades.

(**) x2 se usa como variable auxiliar y x1 para asignar probabilidades.
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Figura 3.4: Eficiencia Relativa para la poblacién Counties y bajo el diseno
muestral Mas.Poisson. n’ = 150.

3=0.25 B=0.5 3=0.75
0.02 T
0.02
* ooz
0.01 T
0.00 1 0.00 1
0 0 25 5 75 100 0 25 5 75 100
0.015 1 0.015 1 3 010 |
0.08 -
0.010 1 0.010 1 3
s 0.06 -
(**) ] |
0.005 1| 0.005 1 r 0.04
0.02 T A
0.000 i 0.000 1 L 000 | FTEAT
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 5 75 100
n n n

trrrrnnrnnnnnnne Estimador 1
Estimador 2
- === Estimador 3 (**) X2 se usa como variable auxiliar y x1 para asignar probabilidades.

(*) x1 se usa como variable auxiliar y x2 para asignar probabilidades.

117



Figura 3.5: Sesgo Relativo en porcentaje para la poblacién Fam1500 cuando
x1 se usa como variable auxiliar y x2 para asignar probabilidades. n’ = 150.
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Figura 3.6: Sesgo Relativo en porcentaje para la poblacion Counties cuando
x1 se usa como variable auxiliar y 2 para asignar probabilidades. Los valores
SR para el estimador directo en (**) son mayores de 97.6 %, 74.6 % y 21.5%
para 3 = 0,25,0,5 y 0.75, respectivamente, y estan omitidos. n’ = 150.
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Por otro lado, el método de Poisson produce resultados mas eficientes en el
sentido de 'R que el método de Midzuno y con respecto al estimador Q;(ﬁ).
Esto se debe a que el estimador directo presenta estimaciones muy dispersas
bajo el método de Poisson causadas por la heterogeneidad de las probabilidades
de inclusion.

Los estimadores propuestos son casi equivalentes en la poblacion Counties
porque los coeficientes de correlacion lineal estan més cercanos a 1. De hecho,
la E'R de los estimadores propuestos en esta poblacién es mejor que la FR en
la poblaciéon Fam1500.

El estudio del sesgo es otro aspecto importante, particularmente para esti-
madores de tipo razon, que puede probar la existencia de sub-estimaciones o
sobre-estimaciones en los estimadores. Los valores SR en la poblacién Fam1500
estan todos dentro de un rango razonable, teniendo el estimador Q;(ﬁ) el ma-
yor valor en torno al 3%, como puede verse en la Figura 3.5. Los valores de
SR para la poblaciéon Counties cuando z; se usa como variable auxiliar y
para asignar probabilidades estan mostrados en la Figura 3.6. El estimador
Q;(ﬁ) obtiene, claramente, sobre-estimacién, especialmente cuando el tamano
muestral en la segunda fase es pequeno y bajo el diseno muestral Mas.Poisson,
mientras que el valor absoluto de los valores SR para los estimadores pro-
puestos son menores de 7% para el diseio Mas.Midzuno y menores de 13 %
para el disenio Mas.Poisson, excepto en muestras pequenas para el estimador
QZ(ﬁ), el cual no supera el 25 %. En resumen, el estudio de los valores SR rev-
ela que los estimadores propuestos presentan un menor sesgo que el estimador
directo.

3.2.5. Aplicaciéon al muestreo estratificado

Es sabido que el muestreo estratificado es una potente técnica que propor-
ciona resultados eficientes cuando la poblacion estd adecuadamente estrati-
ficada y las variables auxiliares y principal presentan una alta correlacién.
Sin embargo, el muestreo bifasico es la herramienta méas apropiada cuando
la informacién auxiliar poblacional no estd disponible, que es lo que ocurre
en la mayoria de los casos. Estas dos técnicas pueden combinarse en el lla-
mado muestreo bifasico aplicado a la estratificacion. Asumiendo este diseno
muestral, en esta seccién se define un estimador para la funcién de distribu-
cion y se estudian sus principales propiedades. Este estimador se usard para
construir nuevos estimadores de cuantiles, y aplicando la relaciéon entre am-
bos parametros, sera posible también determinar la expresién asintotica de la
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varianza del estimador propuesto. La estimacién de la varianza es un aspecto
muy importante con un alto nimero de aplicaciones, tal como la construccion
de intervalos de confianza, obtencion del tamano muestral éptimo, etc. Por es-
ta razén, tanto el estimador propuesto como su varianza se analizan mediante
un estudio de simulacién. Los resultados de este estudio reflejan algunas ttiles
ganancias en eficiencia del estimador propuesto y de su varianza sobre otros
estimadores.

La tnica diferencia de este método de muestreo con respecto al expuesto
en la Seccién 3.2.2; es el uso adicional del muestreo estratificado. Bajo de-
terminadas condiciones, esta técnica es particularmente eficiente, siendo fre-
cuentemente utilizada en la préctica por diferentes razones: (i) administrativas,
cuando el marco de trabajo esta dividido en varios distritos geogréficos, (ii)
importante ganancia en eficiencia sobre disenos muestrales no estratificados,
etc.

En resumen, el muestreo bifasico aplicado a la estratificacién combina las
principales ventajas del muestreo bifasico y muestreo estratificado. Esta técnica
consiste en tomar a primera gran muestra de la poblacién en estudio segiin un
disenio muestral determinado. En esta muestra, se observa una variable auxiliar,
la cual se usa para estratificar dicha muestra en H estratos. De cada estrato,
se selecciona una muestra y se observa la variable de interés. Asumiendo este
disenno muestral, se demuestra que, para los datos de la poblacion Fam1500,
el estimador propuesto y su varianza pueden proporcionar estimaciones mas
precisas.

A continuacién se describe el muestreo bifasico aplicado a la estratificacion
y el estimador natural para estimar la funcién de distribucién. Ademas, se
propone un estimador para la funcién de distribucién basado en estimadores
.

La notacién seguida para el muestreo bifasico aplicado a la estratificacion es
la siguiente. Una primera muestra s’ de tamano n’ es disenada segin el disenio
muestral dy, de modo que pg1(s’) es la probabilidad de que s’ sea seleccionada
y donde las correspondientes probabilidades de inclusion de primer y segundo
orden se denotan como 7T; y 7r;j, para i,j € U. Para los elementos en s, se
recoge la informacién de una variable auxiliar, x. Esta variable se usa para
dividir s’ en H pre-especificados estratos denotados como s;l, (h=1,...,H),
con n, elementos en el estrato h. De este modo, de s, se puede seleccionar una
muestra s, de tamano n;, mediante un disefio py,(/s). La muestra final serd s =
Ule sp. La probabilidades de inclusion para las unidades de la segunda fase
se denotan como ;¢ ¥ /¢, para i,j € s'. Notamos que A;j = 7r;j — 7r;7r;- y
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Af]/ = ’/T,L'j/sl — Tri/s’/ﬂj/s’-

El primer paso para estimar un determinado cuantil es obtener un buen
estimador para la funcién de distribucion con propiedades deseables. El can-
didato natural (estimador de tipo Horvitz y Thompson) para estimar la funcién
de distribucion bajo la técnica de muestreo en estudio es:

ZZ g,

h 1 z€sh

donde las probabilidades de inclusién estan dadas por m = > pai(s')mi/s -
Este estimador no puede obtenerse siempre en la practica debido a que las
probabilidades m;/,, para cada s’, deben de conocerse para poder determinar
7;. Esto no es siempre posible porque ;¢ puede depender del resultado de
la primera fase (por ejemplo si la muestra de la segunda fase se selecciona
mediante un muestreo proporcional a una variable auxiliar).

En la préctica, el uso del estimador de tipo Horvitz-Thompson no resulta
posible ni para el problema de la estimacién de la media poblacional. Por esta
razén, Sarndal et al. (1992) propusieron el uso de 7*-estimadores. Usando este
idea, se introducen las cantidades 7} = 7r;7rl- s Y Ty = w;jmj /s para definir el
m*-estimador de la funcién de distribuciéon como

0 ZZ et 2 (3.8)

h 1 i€sp,

La calidad de un estimador puede medirse a través de diversas propiedades
deseables. A continuacion se analizan algunas de las mas importantes para el
estimador dado por (3.8).

Simplicidad

El calculo de un estimador de la funcion de distribucion, Z/fy(t), sera par-
ticularmente simple si

1
= > wib(t —ys),
i€s

donde los pesos w; dependen solo de la etiqueta i. Esto es particularmente
deseable para investigaciones con multiples caracteristicas. Puede comprobarse
facilmente que el FZ(t) posee esta propiedad.
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Unicidad en la definicién

El estimador propuesto es un estimador basado en el diseno muestral, el
cual no depende de la eleccion de un modelo. Ademds se ha asumido que
los estratos estédn pre-especificados. De este modo, la expresién para F7(t) es
unica.

Sesgo

Una medida importante de la calidad de un estimador es la insesgadez.
Sérndal et al. (1992) establecieron que, para el caso de estimar el total pobla-
cional, el m*-estimador es insesgado. Este resultado puede extenderse facil-
mente al problema de la estimacion de la funcién de distribucién, esto es,
asumiendo que z; = §(t —y;) es la variable de interés, el estimador (3.8) puede
verse como un problema de estimacién de la media poblacional de la variable
Zi.

Disponibilidad de la varianza

La varianza de F7(t) est4 dada por

~, 1 » 0t —y;) 0t —y;
VIEL) = 372 (Z vl DLl O
i,jeU i J

+Ey Z Z A Wﬁ:y]) . (3.9)
h=1 J

,jEsh

De este modo, un estimador insesgado de esta varianza viene dado por:

V(FL() = 33 (Z Cullo ) ow),

i,JES ij T ﬂ—j

Z Z p yi)é(t;yj)> , (3.10)

h= ,jesh ZJ/S 7

puesto que cada componente de (3.10) es insesgado de su correspondiente com-
ponente en la ecuacién (3.9).
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F:(t) es una verdadera funcién de distribucién

En primer lugar, notamos que varios de los estimadores propuestos en la
literatura no son verdaderas funciones de distribucion. Por ejemplo, ninguno de
los conocidos estimadores de tipo razon y diferencia propuestos por Rao et al.
(1990) es una funcién de distribucién en general (véase Kuk, 1993, Mukhopad-
hyay, 2000).

Las condiciones (C2.18) y (C2.19) siempre se satisfacen para F%(t) y el
valor limite de F%(¢) es también igual a 0. En general, im0 F%(t) no es
igual a 1, aunque esto se verifica para algunos disenos muestrales tal como
muestreo aleatorio simple. En la Seccién 3.2.7 se analiza lim, ., F};(t) para
algunos disenos muestrales mediante un estudio de simulacién. Los resultados
obtenidos para la poblacion Fam1500 sostienen que este valor esta bastante
préximo a 1. En resumen, el estimador F}(¢) mantiene todas las condiciones
para ser una verdadera funcién de distribucion, excepto en lim; ;o ﬁ;}(t) =1,
la cual se verifica para algunos disenos muestrales y esta bastante préximo a
1 en otros.

La mayoria de los estimadores de cuantiles se obtiene mediante la inversion
de la funcién de distribucién. Asumiendo muestreo bifasico, Singh et al. (2001)
propusieron el siguiente estimador:

W) | (0 =0 Fig(t)

Fgyr(t) = i 7

?

donde n,, es el nimero de unidades en la primera muestra con z < @;(0,5)
y Fy,(t) v Fy5(t) denotando la proporcién de unidades en la muestra de la
segunda fase para las cuales x < @;(0,5) y T > @;(0,5), respectivamente, que
tiene valores de y menores o iguales que t. @;(0,5) es el estimador de tipo
Horvitz-Thompson para @,(0,5) basado en la primera muestra. De este modo,
se definio el siguiente estimador para la mediana

Qssr(0,5) = F51.(0,5) = inf{t|Fs,r(t) > 0,5} (3.11)

__ Siguiendo esta técnica, el cuantil de orden 3 puede estimarse a partir de
F3(t) como

Q:(B) = E57H(B) = inf{t| F.i(t) > 5} (3.12)
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3.2.6. Propiedades teoricas

A continuacién se estudian las propiedades del estimador Q%,(3). Para ello,
se necesita una aproximacion lineal debido a que Q%(3) no es una funcién
continua.

Teorema 3.3 El estimador @zt(ﬁ) es asintoticamente insesgado para Q, ().

Demostracién

El estimador Q\:t(ﬁ) puede expresarse asintoticamente como una funcion
lineal de la funcién de distribucién estimada evaluada en el cuantil @Q,(3)
mediante la representacién de Bahadur (véase Chambers y Dunstan, 1986):

o
Fy(Qy(B))

donde f,(-) denota la derivada del valor limite de F),(-) cuando N — oo. Como
F%(t) es un estimador insesgado de F'(t), se tiene que E(3 — F,(Q,(5))) =0
y considerando la expresién (3.13), puede comprobarse facilmente que

E(Q4(B)) = Qy(B) + O(n"/?),

Q5(8) — Q,(B) = (B — FL4(Qy(8))) + O(n~V/?), (3.13)

U

Asumiendo la insesgadez del estimador Q%,(8) y la expresién (3.13), es
posible determinar facilmente la varianza de dicho estimador al primer grado
de aproximacién. Esta varianza esta descrita en el siguiente corolario.

Corolario 3.3 La varianza asintética del estimador @:t(ﬁ) wviene dada por

N 1 ! 5 t i) 0 A:t — Yj
V@) = N Eam) (ZA QulB) = 1) 8Q (f; ).,
i,jeU
By, Z Z A f yz’W(Q:t(ﬁz —yj)
h=114,jes), J

Un estimador insesgado para esta varianza viene dado por:

1 Ay 3(Q1(8) = i) 5(Q%(8) — )
N2 2(Qy(9)) (Z : ;

V(@) = —3 2w =
ijes i i J
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- (3.14)

S A 3Qn(8) — ) Qi (B8) —
5 20 2@Qu3) ) 5@ (5) y>>.

* *
T ™

<.

/7T. . 7
he1ijes,  ©/

El valor f,(Q,(53)) suele ser desconocido, aunque puede aproximarse apli-
cando métodos estandares como el método Kernel (Silverman, 1986).

Este estimador para la varianza del estimador propuesto presenta una for-
ma explicita, lo que permite que pueda obtenerse siempre en la practica, es
decir, la expresién (3.14) no depende del valor esperado sobre el diseno de la
primera fase, haciendo posible los calculos directos.

Una vez que la varianza del estimador ha sido determinada, intervalos de
confianza y otras importantes aplicaciones derivadas de la varianza podran
también obtenerse.

En el siguiente ejemplo se determina las expresiones del estimador pro-
puesto Q% () y de su correspondiente varianza estimada para el caso de selec-
cién de unidades mediante muestreo aleatorio simple.

Ejemplo 3.1 Asumiendo muestreo aleatorio simple en cada fase, el T -estimador
viene dado por

-, . 1), ~— Ot — 1)
Qu(B)=inf{t| Y =23 — =0
h=1

1ESH

y el estimador de su varianza puede obtenerse de (3.14) después de sustituir
las probabilidades ;)s, T, Tij/s Y 755 pOT

ny, . n'n,

Ti)st = —7 5 Ty = 57, para (NS Sh,

KA
n, Nny,

—1 /
2§i—j%m@je%
n, (n, —

Tij/s =\ a0,
—— SI1E S, yJES
npny

np(np, — 1) n'(n’ — 1)
) ny(n, —1)N(N —1)
i npry n'(n' —1
nyny N(N — 1)

. . . !
511,J € 5,

sii €5, yjE s
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Tabla 3.1: Esperanza empirica de lim,_o F7(t) para varios disefios muestrales

y considerando la variable .

n/

n

dss

dsm

dsp

dus

dMM

dmp

dps

dpm

dpp

150

30
20
70
90

1.000
1.000
1.000
1.000

1.010
1.005
1.003
1.002

1.000
1.000
1.000
1.000

1.001
1.001
1.001
1.001

1.011
1.006
1.004
1.002

1.000
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
1.000
0.999

1.000
1.000
1.000
1.000

1.000
0.999
1.000
1.000

300

60
100
140
180

1.000
1.000
1.000
1.000

1.005
1.003
1.001
1.001

1.000
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
1.000
1.000

1.005
1.003
1.002
1.001

1.000
1.000
1.000
1.000

0.999
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
1.000
1.000

Tabla 3.2: Esperanza empirica de lim;_, ﬁs*t(t) para varios disenos muestrales

y considerando la variable x,.

77]/

n

dss

dsm

dsp

dus

dMM

dmp

dps

dpm

dpp

150

30
20
70
90

1.000
1.000
1.000
1.000

1.011
1.005
1.003
1.002

1.002
1.002
0.999
1.000

1.001
1.001
1.001
1.001

1.011
1.006
1.004
1.002

0.998
1.001
0.999
0.999

1.001
1.000
1.000
1.000

1.002
1.001
1.000
1.001

1.002
0.999
0.999
0.999

300

60
100
140
180

1.000
1.000
1.000
1.000

1.005
1.003
1.001
1.001

1.000
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
1.000
1.000

1.005
1.003
1.002
1.001

0.999
1.000
1.000
1.000

1.000
1.000
0.999
1.000

1.000
1.000
1.000
1.000

0.999
0.999
0.999
1.000

3.2.7.

Propiedades empiricas

Asumiendo muestreo bifasico aplicado a la estratificacion, se ha propuesto
un estimador para un determinado cuantil poblacional y su correspondiente
varianza asintética ha sido determinada. La insesgadez del estimador de cuan-
tiles también ha sido discutida. El siguiente paso sera analizar, mediante un
estudio de simulacién, éstas y otras medidas importantes de calidad para los
dos estimadores propuestos. Los resultados se compararan sobre otros esti-
madores conocidos en la literatura del muestreo en poblaciones finitas.

En este estudio se usa la poblaciéon Fam1500 (véase Apéndice A), donde
recordamos que las correlaciones entre la variable principal y las auxiliares
vienen dadas por p, ., = 0,848 y p, 2, = 0,546.

En primer lugar, analizaremos lim;_., F;(t) para poder comprobar como
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Tabla 3.3: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles
y sus varianzas asumiendo el diseno muestral dg,; y la variable x1. 3 = 0,5y
n' = 150.

ER SR (%) RECMR (%)
n 30 50 70 90| 30 50 70 90| 30 50 70 90
" 0.59 0.69 059 0.68| 0.1 -0.1 -0.I 00| 27 22 1.7 15
O 1.00 1.00 1.00 1.00| 02 -0.I 0.0 00| 35 26 22 1.9

xy
Qsr 0.64 0.66 0.67 0.74| -0.2 -0.1 -0.1 00| 28 21 18 1.6

V(Q:) (032 042 042 0.26| -5.2 92 132 74(158 12.7 149 86
V(Q) 1.00 1.00 1.00 1.00|-16.6 -13.5 -13.5 -11.3|16.6 13.5 13.5 11.3

o ry
V(Qsyr) |1.11 2.18 2.37 2.29| 274 30.1 31.1 232|274 30.1 31.1 23.2

de cercano se encuentra de 1. Recordamos que F7(t) serd una verdadera fun-
cién de distribucion si este valor es igual a 1. Se ha considerado muestreo
aleatorio simple (S), el método de Midzuno (M) y el método de Poisson (P).
Las diferentes combinaciones de disenos muestrales se van a denotar como
d;j, para i,j = {S, M, P}, donde i y j van a expresar los disenos muestrales
usados en la primera y segunda fase, respectivamente. Este estudio se ha lle-
vado a cabo usando aproximaciones Monte Carlo derivadas de 1000 muestras
independientes, para 3 = 0,5, ' = 150 y 300 y varios valores de n.

Para cada diseno muestral, las Tablas 3.1 y 3.2 muestran la esperanza
empirica de lim;_,, F;(t) basada en 1000 muestras de la poblacién Fam1500.
Puede observarse que todos los resultados estan cercanos a 1, obteniéndose
mejores resultados cuando la muestra de la segunda fase es mayor. Como es-
perdbamos, asumiendo muestreo aleatorio simple en cada una de las fases,
siempre se obtiene que lim;_ ., F(t) = 1. Esto también ocurre en la mayoria
de los casos cuando se considera el método de Poisson en alguna de las dos
fases. En general, la variable x; (para correlaciones altas) obtiene mejores re-
sultados que la variable xs.

El siguiente paso es comparar el comportamiento del estimador propuesto
para cuantiles y de su varianza con respecto a otros estimadores. En este
estudio, se ha incluido el estimador (3.11) y su correspondiente estimador de
la, varianza propuesto en Singh et al. (2001). La ganancia en eficiencia sobre
muestreo no estratificado puede contrastarse si comparamos el estimador pro-
puesto con el estimador basado en la segunda fase, sin considerar estratos en
la primera fase. Este estimador serd denotado como Q;(3) y lo usaremos como
el estimador base en las comparaciones.
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Tabla 3.4: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles
y sus varianzas asumiendo el diseno muestral dg,; y la variable x1. = 0,5y

n' = 300.
ER SR (%) RECMR (%)

n 60 100 140 180| 60 100 140 180| 60 100 140 180
Qr, 0.55 0.61 0.73 0.76| -0.1 00 -0.1 -0.1| 1.8 14 13 1.1
Q; 1.00 1.00 1.00 1.00| 01 01 00 -01] 25 18 15 13
Qsyr  |0.58 0.62 0.73 0.80| 0.0 00 00 -01| 1.9 14 13 1.1
V(Qz) 1010 0.09 033 0.13] -4.8 -41 -99 -42[11.7 80 10.7 50
V(Q;) |1.00 1.00 1.00 1.00|-20.2 -16.2 -134 -104|20.2 16.2 134 104
V(Qsyr) [1.18 210 1.68 2.38| 37.7 37.6 23.7 20.2(37.7 37.6 23.7 20.2

Tabla 3.5: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles
y sus varianzas asumiendo el diseno muestral dgy; y la variable x5. 3 = 0,5y

n’ = 150.
ER SR (%) RECMR (%)

n 30 50 70 90 30 50 70 90 30 50 70 90
Q% 0.59 0.60 0.72 0.77] -0.1 00 01 -01| 27 21 1.8 1.7
:; 1.00 1.00 1.00 1.00 0.2 01 00 -0.1| 35 27 21 1.9
Qsir 0.78 0.84 0.90 094 -0.1 00 00 -0.1f 3.1 25 20 1.9
V(Q%) 0.27 0.12 028 0.24| -81 -1.8 -21 -86/|17.5 104 6.7 9.5
‘Z(@Z) 1.00 1.00 1.00 1.00|-19.8 -18.3 -9.0 -14.9(19.8 183 9.0 14.9
V(Qsyr) [ 0.01 0.01 0.18 0.13 09 -1.7 42 -57] 09 18 42 5.7

Tabla 3.6: Medidas de eficiencia y precision para los estimadores de cuantiles
y sus varianzas asumiendo el diseno muestral dgy; y la variable x,. 3= 0,5y

n' = 300.
ER SR (%) RECMR (%)

n 60 100 140 180| 60 100 140 180| 60 100 140 180

. 057 057 0.66 0.73| -0 00 -0.1 00| 1.8 14 12 1.1
Q; 1.00 1.00 1.00 1.00| 0.0 -0.1 -0.1 -0.1| 24 18 15 1.3
Qssr  |0.80 0.84 0.89 0.90| -0.1 -01 -0.1 00| 21 17 14 1.2
V(Q7,) |029 009 006 0.08] 07 31 -32 -48[120 84 58 5.7
V(Q;) |1.00 1.00 1.00 1.00 -12.8 -17.0 -155 -145|12.8 17.0 155 145
V(Qsyr)|0.42 003 001 0.13] 103 33 2.0 59[103 33 21 59
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La precision de todos los estimadores de cuantiles y sus respectivas va-
rianzas se miden para [ = 0,5 mediante el Sesgo Relativo (SR), la Eficien-
cia Relativa (ER) y la Raiz cuadrada del Error Cuadrdtico Medio Relativo
(RECMR). Para un cuantil, @y(ﬁ), estan medidas estdn dadas por

SRQ,0)] = (EQ,®)] - Q) /Qu(5).
Q) = ECMQ,(®)/ECMIQ;(5)

RECMEG,(0) = (BoMI@, )" /0,0,

y para el estimador de la varianza de un cuantil, V(@y(ﬁ)), las medidas son

SRIV@,0)] = (EV(@Q,9)] - VIQy5)) /VIQy(3))
ERIV(@y(8)] = ECMIV(Qy(9))]/ECMIV(Q;(9))
RECMRIV(@Q,(3)] = (BECMV(@Q,8))]) " /VIQuB))

donde E[-], ECM][-] y V[-] denotan las Esperanzas, Errores Cuadréticos Medios
y Varianzas empiricas basadas en 1000 muestras. Notamos que valores de
ER[Qy(ﬁ)] y ER[V (Qy(ﬁ)ﬂ menores de 1 indican que Qy(ﬁ) y V(Qy(ﬁ)) son
mas precisos que QZ(ﬁ) y V(Q;(/)), respectivamente. También se ha calcula-
do la Cobertura de los intervalos de confianza al 95 % (asumiendo distribucién
normal) y la longitud media de los intervalos basados en 1000 muestras.

Asumiendo muestreo aleatorio simple para obtener la muestra de la primera
fase y el método de Midzuno para obtener la segunda muestra, en las Tablas
3.3 v 3.4 pueden observarse los resultados de las distintas medidas de precisién
para los estimadores y asumiendo la variable x;. En este caso (para una alta
correlacién), tanto el estimador propuesto como su correspondiente varianza
son mas precisos, en términos de FR, que sus competidores. Los valores ab-
solutos de las medidas SR, para todos los cuantiles, son siempre menores de
0,2 %. Respecto a las varianzas, se observa que V(Q ) presenta subestimacién,

mientras que V(QS gr) claramente arrastra una seria sobreestimacién. Los es-
timadores propuestos también presentan la mejor precision en términos de

RECMR.

A continuacién se analiza la precision de los estimadores usando una menor
correlacién entre la variable principal y auxiliar. Para ello, observamos las
Tablas 3.5 y 3.6. El estimador propuesto para estimar cuantiles es més pre-
ciso_que el resto en términos de ER. Respecto a la estimacion de varianzas,
V(QsJr) parece tener el mejor comportamiento, aunque esto sélo ocurre para
una escasa correlacién entre las variables (situacién no deseada en la préctica)
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Tabla 3.7: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los
distintos estimadores bajo el diseno dgy; v asumiendo la variable ;. § = 0,5
y n' = 150.

Cobertura ( %) Longitud Media

n 30 50 70 90| 30 50 70 90

Q% 1941 934 96.6 95.3| 828 656 566 512

Q, 92.2 92,5 92.8 93.9|1010 772 646 564
Qsyr (969 973 97.4 96.8| 998 771 650 571

Tabla 3.8: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los
distintos estimadores bajo el diseno dgy; y asumiendo la variable z;. 3 = 0,5
y n' = 300.

Cobertura (%) Longitud Media
n 60 100 140 180| 60 100 140 180
: 94.4 93.9 93.7 93.2|568 447 385 347

Ast

Q, 92.1 93.1 93.0 93.1|701 534 444 385
Qsyr [96.8 98.1 96.9 97.0| 703 541 454 398

y para el caso de varianzas. Conclusiones similares pueden obtenerse a partir
del sesgo y del error cuadratico medio. Como resulta razonable, éstas tltimas
medidas mejoran para cada estimador a medida que se aumenta el tamano de
la muestra de cualquiera de las dos fases.

Por tltimo, se analiza la cobertura y la longitud media de los intervalos de
confianza de cada estimador. Estas medidas vienen dadas por las Tablas 3.7
y 3.8 para la variable x; y las Tablas 3.9 y 3.10 para la variable x5. En todos
los casos se observa que el estimador propuesto tiene la menor longitud media
empirica para el intervalo de confianza. Para altas correlaciones, la cobertura
del estimador propuesto es mejor que la del resto de estimadores, puesto que se
obtienen valores mds proximos al 95 %. Para bajas correlaciones, la cobertura
del estimador propuesto se ve ligeramente superada por la cobertura de Qg r,
aunque éste ultimo estimador tiene el inconveniente de presentar intervalos de
confianza mucho mas amplios.
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Tabla 3.9: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los
distintos estimadores bajo el diseno dgy; y asumiendo la variable x5. = 0,5

y n’ = 150.

Tabla 3.10: Cobertura y Longitud Media de Intervalos de Confianza de los
distintos estimadores bajo el diseno dgy; y asumiendo la variable x;. § = 0,5

y n’ = 300.

Cobertura (%)

Longitud Media

n 30 50 70 90} 30 50 70 90
w1937 94.0 94.7 93.8| 830 655 567 512
C?\Z 90.7 93.5 94.1 92.8|1010 772 646 565
Qsyr [93.8 94.7 954 94.5 1001 775 654 576

Cobertura (%)

Longitud Media

n 60 100 140 180| 60 100 140 180

o 194.8 957 94.8 924|568 447 385 347
CEZ 92.7 92.8 92.6 924|701 534 444 385
Qsyr|96.3 95.1 94.8 94.7|707 541 461 406
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3.3. Estimadores bajo muestreo en dos oca-
siones sucesivas

El muestreo en ocasiones sucesivas es una técnica muy conocida que puede
emplearse en las investigaciones longitudinales para estimar determinados para-
metros poblacionales y medidas de diferencia o cambio de una variable objeto
de estudio. En esta seccién se discute la estimacion de cuantiles en la ocasion
mas reciente bajo un muestreo en dos ocasiones sucesivas. Este estudio se
realiza, por un lado, para el caso de un muestreo con probabilidades de se-
leccion de unidades desiguales y por otro, para hacer un uso mas efectivo de
la informacién auxiliar, considerando varias variables auxiliares en la etapa
de estimacion. Se estudian las propiedades mas importantes y se deducen las
expresiones de las varianzas. Como es habitual, se mide la precision de los es-
timadores propuestos en estudios de simulaciéon basados en varias poblaciones.

3.3.1. Introduccion

En numerosas investigaciones por muestreo, una misma poblacion puede ser
muestreada repetidamente y la misma variable de estudio es medida en cada
ocasiéon, de modo que se sigue el desarrollo de ésta sobre el tiempo. Por ejemplo,
las encuestas de presupuestos familiares son llevadas a cabo peridédicamente
para estimar el nimero de empleados, las encuestas de opinién se llevan a cabo
a intervalos regulares de tiempo para medir las preferencias de los votantes,
etc. En estos casos, el uso de la teoria de un esquema de muestreo sucesivo
puede ser una alternativa atractiva para mejorar las estimaciones de nivel en
un punto en el tiempo, el cambio entre dos puntos, etc. (véase por ejemplo
Cochran, 1977).

El muestreo en ocasiones sucesivas ha sido extensamente usado en las
ciencias sociales y aplicadas para estimar medidas de nivel, cambios de un
parametro lineal tal como la media o el total, y contrastar la direcciéon de
este cambio. Otros ejemplos del uso de encuestas longitudinales pueden con-
sultarse en Ruspini (1999) para el andlisis en el cambio social, Solga (2001)
para el estudio de movilidad laboral, etc.

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas, la teoria desarrollada por
Jessen (1942) y Patterson (1950) proporciona el estimador éptimo de la media
poblacional en la segunda ocasién, combinando dos estimadores distintos de
esta media. Por un lado, se usa un estimador de tipo regresion basado en la
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muestra solapada de la muestra, considerando que la variable auxiliar es el
valor de la variable principal en la primera ocasién. Por ultimo, se considera
un estimador simple de la media basado en una muestra aleatoria de la porcion
no solapada de la segunda ocasion. El muestreo en ocasiones sucesivas también
ha sido discutido en Narain (1953), Adhvaryu (1978), Eckler (1955), Gordon
(1983), Arnab y Okafor (1992), Singh y Srivastava (1973), Singh et al. (1992)
y Singh (2003), el cual proporciona una extensa bibliografia sobre este tépico.
En todos los estudios anteriores, el parametro considerado para su estimacién
es la media poblacional.

La mayoria de los estudios relacionados con la estimaciéon de la mediana
han sido desarrollados asumiendo muestreo aleatorio simple o muestreo es-
tratificado (Gross, 1980, Sedransk y Meyer, 1978, Sedransk y Smith, 1988)
y considerando sélo la variable de interés, sin hacer un uso explicito de las
variables auxiliares para la construccion de los estimadores. Asi, la literatura
relacionada con la estimacion de medianas y otros cuantiles usando una va-
riable auxiliar es considerablemente menos extensa que para el problema de la
estimacion de medias y totales poblacionales.

Recientemente, Martinez et al. (2004) propusieron una metodologia de es-
timacion de cuantiles en muestreo en ocasiones sucesivas usando el valor de
la variable principal en una ocasién anterior como variable auxiliar. Este es-
tudio fue desarrollado bajo muestreo aleatorio simple y asumiendo que sobre
la ocasion mas reciente se toma una submuestra a partir de las unidades pre-
viamente seleccionadas, y que ciertas de estas unidades son reemplazadas por
otras nuevas unidades seleccionadas independientemente de la muestra solapa-
da. Mas recientemente, el problema de la estimacién de cuantiles en muestreo
con dos ocasiones sucesivas puede también consultarse en Rueda y Munoz
(2006b) y Rueda, Munoz y Arcos (2006).

En esta seccién, se propone un estimador para un cuantil de orden [ en
muestreo de ocasiones sucesivas con disenos muestrales arbitrarios en cada una
de las dos fases que consta este esquema de muestreo. Se usara un estimador de
tipo razoén en la porcién de muestra solapada para proporcionar el estimador
optimo de un cuantil. Para ello, se pondera las estimaciones inversamente
a sus varianzas. Las propiedades del estimador propuesto se estudian bajo
aproximaciones basadas en muestras de gran tamano. El comportamiento de
este estimador también se estudia bajo los datos de una poblaciéon real.

La notaciéon habitual a seguir en muestreo en ocasiones sucesivas es la
siguiente (véase también Apéndice B). Consideramos que estamos haciendo
un seguimiento continuo de la poblacién U, de tamano N, sobre dos, o mas,
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periodos de tiempo con valores y; en el periodo u ocasién mas reciente. Se
asume que una muestra de tamano n’ estd disenada en la ocasién anterior. En
la ocasién reciente, una submuestra (llamada muestra solapada) de tamano
m es disenada de las n’ unidades seleccionadas previamente, y v = n — m
unidades son reemplazadas por nuevas unidades seleccionadas de la poblacién
restante. x = m/n serd la fraccién de solapamiento.

La muestra de la primera fase s’ con tamano n’ estd disenada segin un
diseno muestral di, tal que pgi(s’) es la probabilidad de que s’ sea escogida.
Las correspondientes probabilidades de inclusiéon de primer y segundo orden
vienen dadas por 7r;, 7T;j, para i,j € U. Dada ¢/, en la segunda ocasién, una
muestra solapada s,, con tamano m, es disenada segiin un diseno ds, tal que
Pm(Sm/s’) es la probabilidad condicional de escoger s,,. Las probabilidades
de inclusién bajo este disefio se denotan como ;s y m;;/¢. La muestra no
solapada s, es por tanto seleccionada de U — s’ = s’° segun el diseno ds, tal
que py(s,/s) es la probabilidad condicional de escoger s,. Las probabilidades
de inclusion bajo este diseno se denotaran como m;/yc y mij 5.

En muestreo con dos ocasiones sucesivas, el estimador habitual para la
estimacion de cuantiles se construye como sigue. En primer lugar se estima la
funcién de distribucién a partir de la muestra s obtenida en la ocasién més
reciente. Este estimador viene dado por Fy,(t) = n=' Y. 6(t — ), el cual
coincide con el estimador de tipo Horvitz-Thompson bajo muestreo aleatorio
simple. A continuacién se estima el cuantil de orden 3 a partir de esta funcién
de distribucion, es decir:

Qun(B) = F,,}(8) = int {t L Fy () > 6} : (3.15)

3.3.2. Muestreo con probabilidades desiguales

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas, Sarndal et al. (1992) de-
mostré que el estimador de tipo Horvitz-Thompson de una media no puede
siempre usarse en la practica debido a que el estimador requiere el calculo de
las probabilidades de inclusiéon 7;, y esto no es posible para las unidades de la
muestra s, o para las unidades de la muestra s,,.

En esta seccién y en las dos siguientes asumiremos que se dispone de una
Unica variable auxiliar, x, que seran los valores de la variable principal que
toman los individuos en el primer periodo u ocasiéon. También puede consi-
derase que z es una variable auxiliar altamente correlacionada con la variable
principal, aunque en la préactica esto no es lo habitual.
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A continuacién se define un estimador compuesto basado en estimadores
7 (véase Sarndal et al., 1992, p.347) y que combina un estimador construido
en la muestra solapada con otro estimador basado en la muestra no solapada.

Asi, usando la muestra no solapada, s,, nosotros podemos obtener el si-
guiente estimador para la funcién de distribucién

t — yl
Fyul NZGZS T, 7Tz/s/c

el cual es un estimador 7*. El correspondiente estimador para el cuantil de
orden (3 viene por tanto dado por

Quu(B) = inf{t : E,,(t) > (8)}. (3.16)

A partir de la muestra solapada pueden construirse los siguientes esti-
madores de la funcion de distribucién

m( 3.17
y N Z P 7Tz/5 ( )

Fom( 3.18
- N Z 7r7rz/s/ ( )

los cuales son estimadores 7* basados en la segunda y primera ocasioén respec-
tivamente. Usando también la muestra de la primera fase, es posible construir
un estimador de tipo Horvitz-Thompson para la variable auxiliar como sigue

Fy(t) = % > M (3.19)

Usando los estimadores dados en (3.17), (3.18) y (3.19) y basédndonos en la
muestra solapada y en la muestra de la primera fase, se propone el siguiente
estimador de tipo razén

Qu(5) 390
F(B) = Qun(B) = Do) (3.20)
donde R R
Qym(8) = inf{t : Fyn(t) = B)}, (3.21)
Qum(8) = inf{t : Frp(t) > B)}, (3.22)



Qu(8) = inf{t : Fu(t) > B)}. (3.23)

Siguiendo a Jessen (1942), se propone el estimador compuesto @5(@ para
Q) () como combinacién lineal del estimador (3.16) y el estimador (3.20). Este
estimador viene dado por

QX (B) = w@},,(8) + (1 — w)Qyu(B), (3.24)

donde w es un peso constante y no negativo. El siguiente paso sera determinar
w de modo que se minimice la varianza del estimador compuesto Qf(ﬁ).

Teorema 3.4 La varianza minima del estimador @5(&) viene dada por

- Vi — (2

N 2
Vi + V5 = 20 (3:25)

Demostracién

La varianza de @f(ﬁ) viene dada por

V(QR(B)) = wV(Q!n(8)) + (1 — w)2V(Qyu(B))
+2w<1 - w)OOU<@yu(ﬁ>7 A;m(ﬁ)) = w2‘/1 + (1 - w)2‘/2 + 2’(1](1 - ’LU)C =
V,—C L, ViVa—C?
Vi+Vy—2C Vi+Vo—-2C —

Vvl‘/Q - 02 - SR
Vi vs—zc ~ mn @)

puesto que Vi + V5 — 2C' > 0, y donde
Vi =V(Qyn(06)),

(Vi + Vo —2C){w —

Vo =V(Quu(9)),

C = Cov(Qyu(B), 0 (5)).
]

Por tanto el valor de w que hace minima la varianza de @\5(@ viene dado
por

Vo= C

=< - 2
w Vi 20 (3.26)

Partiendo de este resultado, el estimador propuesto serd mas eficiente que
el estimador habitual @,.(3) y el estimador de tipo razén @y, (5).
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3.3.3. Propiedades teodricas

En esta seccién se estudian las propiedades asintoticas del estimador pro-
puesto en (3.24). Los resultados obtenidos se derivan asumiendo las siguientes
condiciones:

(C3.4). Asumimos que s’ es una muestra aleatoria simple de U, lo cual implica
que la muestra complementaria s® es también una muestra aleatoria
simple de U. Finalmente, asumiremos que s,, es una muestra aleatoria
simple de s y s, es otra muestra aleatoria simple de §°. Bajo esta/ts

condiciones, las probabilidades de inclusién vienen dadas por: 7, = N
, n'n—1 m m(m — 1) u
B e e T (T M TR

u(u —1)
(N—=n)(N—-—n'—1)

(C3.5). Suponemos que la poblacién finita esta envuelta en una secuencia de
poblaciones {U,}, donde n, y N, aumentan de modo que (n,/N,) — f
cuando n, — ©o.

(C3.6). Se asume que cuando N, — oo la distribucién bivariable formada por
(z, y) puede aproximarse por una distribucién continua con densidades
marginales f,(-) y f,(-) para = e y respectivamente, siendo f,(Q.(3)) y
fy(Qy(B)) positivas.

Teorema 3.5 El estimador compuesto Q\yR(ﬁ) es asintoticamente insesgado

para Qy(65).

Demostracién

Para demostrar este resultado usaremos la insesgadez de los dos estimadores
en los que se basa el estimador propuesto. En primer lugar, es sabido que
el cuantil muestral @yu(ﬁ) es asintéticamente insesgado para @Q,(3) (véase
por ejemplo Sérndal et al., 1992), por lo que pasamos a estudiar si dicha
propiedad la satisface el estimador de tipo razén @Zm(ﬁ) Para ello, usaremos

una aproximacién lineal debido a que @y, () no es una funcién continua.

El estimador @Zm(ﬁ) puede expresarse asintOticamente como una funcién
lineal de la funcién de distribucién estimada evaluada en el cuantil @Q,(3)
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mediante la representaciéon Bahadur (véase por ejemplo Chambers y Dunstan,
1986):
1

~ B _ _ B o (n-1/2 .
ym (8) — Qy () 7@(%(5))@ Fyn(Qy(8))) + 0p(n™ /%), (3.27)

donde f,(-) denota la derivada del valor limite de Fj(-) cuando N — ooy
Fy..(t) denota un estimador de tipo razén para Fy(t), es decir

)

. Ln(t) ~
Fro(t) = L2 F,(t).
() 0 (t)

-

El estimador @Zm (t) es asintGticamente insesgado debido a que ﬁ;’m(t) es un
estimador insesgado de Fy(t) (véase Rao et al., 1990). De este modo, E(f5 —

Fr (Q,(8))) = 0, y usando (3.27) puede verse que E(Q!,.(3) = Qy(8) +
O(n=%/?).

Puesto que @Zm(ﬁ) y @yu(ﬁ) son asintéticamente insesgados para @, (),
el estimador propuesto @\f(ﬁ) también lo seré. O

Teorema 3.6 FEl estimador compuesto @5(6) es asintoticamente normal.

Demostracion

La normalidad asintotica de la clase propuesta se deriva facilmente a partir
de la expresion (3.24).

En primer lugar, bajo las condiciones (C3.4), (C3.5) y (C3.6), el cuantil

muestral @yu(ﬁ) es asintoticamente normal. Este resultado puede consultarse
en Gross (1980).

Por otro lado, es sabido que el estimador ﬁ;m(t) es asintoticamente normal.
Asumiendo ademaés la aproximacién lineal (3.27), puede derivarse facilmente
la normalidad del estimador @y, (53).

Por ultimo, usando los dos resultados anteriores, la linealidad de la ex-
presion (3.24) nos permite establecer la normalidad del estimador compuesto
propuesto. [l

El siguiente paso en el estudio asintotico del estimador propuesto es la
determinacién de una expresion para la varianza de dicho estimador. La ex-
pression (3.24) del estimador propuesto nos va a permitir computar su varianza
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asintética a partir de la varianza del estimador basado en la muestra solapada,
la varianza del estimador basado en la muestra no solapada y la covarianza
entre ambos. Asi

V(QH(B) = wVi + (1 — w)*Va + 2w (1 — w)C. (3.28)

Estas varianzas y covarianzas toman una forma simple cuando la unidades
muestrales se seleccionan mediante muestreo aleatorio simple.

Gross (1980) demostré que una expresion asintdtica para la varianza del
estimador @), () estd dada por

V@u(9) = B0 - D) HHQEN) Y (329

Teorema 3.7 La varianza del estimador de razon propuesto estd dada por

i - BRI(G3) (2

fy(Qy(85)) ( Py (z, y))H
R 21— 22
{ r@.o) P\ o))

(3.30)
donde Py1(x,y) denota la proporcion de valores en la poblacion para los cuales
T < Qu(B) ey < Qy(B), y R=Qy(B)/Qu(B).

Demostracion

Usando propiedades del muestreo bifasico, la expresion asintética para

V(A’“ (6)) puede obtenerse de

ym

;A@—QM%%@M@—%WH—Qﬁw) )(%w» 5

B)
= Qy(Beo + (e1 — €2)(—Qy(B)) — e2(e1 — e2)(—Qy (),

Qum(8) Qo (5) Q:(9)
con la notacion: e — 1,6 = —lyey = — 1.
B T QD) ©Qu(0)
La expresion asintética de la varianza del estimador Azm(ﬁ) se obtiene

elevando al cuadrado los dos miembros de (3.31) y posteriormente tomando
esperanzas (Notamos que solamente se han considerado términos de orden
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Ar BA=p) (L _ 1 11 f(Qy(B)
V(Qum(B) = 715 o) Km ) * (m ) 020 1:(Q. (7))
520 (1(35 y; 1

)+
:%Ka‘ﬁ +<mwf3;’5igi
E

1
RBQO) L (2 Pura))

fo(Qx(8)) Bl —p)
Los valores de E[e2], E[e?], E[e3], Eleoe1] ¥ Elepez] pueden verse en Allen et al.
(2002) y Singh (2003). O

Teorema 3.8 La covarianza entre los estimadores @yu(ﬁ) Yy @Zm(ﬁ) estd dada
por

Coo(Qyu(8). Byn(8)) = fy(@ylw R (1_%) PP (33

Demostracién

. . o Ar .
Para obtener la covarianza entre los estimadores Qy.(3) y @,,(8) al primer
orden de aproximacion, nos basaremos en la propia definiciéon de varianza :

Cov(Qyu(B), Qln(B)) =
= Cov(E(Qyu(8)/5), E(Q,,(8)/5)) + E(Cov(Qyu(B), Q. (8)/5)). (3.33)

Debido a la independencia entre s, y S, el segundo término es cero. En lo
que respecta al primer término

E(Q,,(8)/5)) = Que (B) + o(m™)

E(Qyu(B)/5)) = Quee(B),

Que(8) = inf{t: Eyu(t) > B} 5 Quue(B) = inf{t : Fyue(t) > B},
~ 1 (5(t - Z) - 1 5(t — z)
o) =5 = Rl = 5 3 =




Por otro lado, la representacién Bahadur da (véase Kuk y Mak, 1989)
1

Quo(9) = QD) = 557 — P (@u(9) + 0yl ™7,
@A@—mezzﬁiﬁﬁw—ﬁm@A®D+%m1@,
y de este modo se obtiene
Cov(Qyse(8), Qys (B)) =~ Wa)v(ﬁys«@m», Fye(Qy(8))) =

o (3.34)
1 - o A )
.M%www>n”@“%wm‘ﬂmamww—n0 N> " 535)
obteniendo asi el resultado (3.32). | O

Sustituyendo los valores (3.29), (3.30) y (3.32) en (3.28), se obtiene la

siguiente expresion para la varianza del estimador propuesto

(-4 [(R-H)+a(k-3)] - oG-

(= A)+ [ )+ (- 3] r2oesd -
81— ) (3.36)

1@,

_ P (2, y)
ﬁ(l—ﬁ))}'

=

donde x = m/n es la fraccién de solapamiento, C; =

Cy=R 4201

f4(Qy(9)) {Rfy(Qy(ﬁ))
f=(Q2(09)) U fe(Qa(5))

El valor f,(Q,(5)) puede estimarse aplicando métodos estandares tal como
el kernel (Silverman, 1986). El estimador resultante para f,(Q,(3)) junto con
p11(z,y) (la proporcién de valores en la muestra para los cuales < Q.(8) vy
y < Qy(B)) pueden usarse para proporcionar un estimador consistente de las
varianzas asintéticas y los valores éptimos w y 1 — w.

Para completar el estudio asintdtico en esta seccion, analizaremos la ganan-
cia en precisién del estimador propuesto sobre el estimador @, (3), el cual
estd basado exclusivamente en las n unidades muestrales para la segunda
ocasion. La varianza de este estimador esta dada por

~ N —n

V(Qun(8)) = —7=0(1 = 8)(n) " { £y (Qu(8)} (3.37)
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De este modo, la ganancia en precision, Gy, de @f(ﬁ) sobre @yn(ﬁ) esta da-
da por

_ V(@u(8) ~ VI(QF(B)

Gy =~
V(QF(9))

(3.38)

Esta ganancia en precision dependera de los tamanos muestrales, del orden
del cuantil y de la poblacién objeto de estudio.

El valor éptimo de u que maximiza (3.38) coincide con el valor que minimiza
la varianza asintética (3.36).

Por tanto, el problema es obtener el minimo en y de la funcién ¢(y) =
V(@yR(ﬁ)) y verificando la condicién natural 0 < x < 1. Esta funcién es
mondétona en el intervalo (0,1). El crecimiento o decrecimiento depende del
orden del cuantil y de la poblacién en estudio. Por tanto, los valores 6ptimos
para x estardn préximos a cero (cuando se renueva completamente la muestra
al pasar de una ocasién a otra), o bien, estardn préximos a uno (cuando la
misma muestra se conserva de una ocasién a otra). Todos estos resultados
asintoticos pueden también consultarse en Rueda y Mutioz (2006b).

3.3.4. Propiedades empiricas

El siguiente paso en el andlisis de estimador propuesto en muestreo con
dos ocasiones sucesivas y usando disenos probabilisticos desiguales consiste en
llevar a cabo un estudio de simulacién asumiendo distintos tamanos muestrales
en todas las muestras y bajo distintos esquemas de muestreo. Para este andli-
sis se usard la poblacién Counties (véase Apéndice A para una descripcién
completa de esta poblacién).

Como se ha podido comprobar, para la puesta en practica de un muestreo
con dos ocasiones sucesivas es necesario seleccionar tres muestras diferentes, las
cuales pueden obtenerse a partir de distintos disenios muestrales. En concreto,
estas tres muestras son la muestra de la primera fase, la muestra solapada y la
muestra no solapada. En el estudio de simulacién de esta seccién se usaran las
distintas combinaciones de esquemas de muestreo descritas en la Tabla 3.11. El
método de Midzuno (véase Apéndice B) se emplea como método de extraccion
de unidades con probabilidades desiguales, aunque es posible la aplicacion del
estimador propuesto bajo cualquier otro diseno muestral.

Para cada esquema de muestreo se han generado B = 1000 simulaciones
con tamanos muestrales n’ = 75, n = 25, m = 5,...,15 y n’ = 75, n = 50,
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Tabla 3.11: Combinaciones de disenos muestrales usados en muestreo con dos
ocasiones sucesivas y probabilidades desiguales.

Acrénimo Muestra Tipo de muestreo

SMS ¢ Muestreo aleatorio simple  (S)
Sm Método de Midzuno (M)
Su Muestreo aleatorio simple  (S)
MSS ¢ Método de Midzuno (M)
Sm Muestreo aleatorio simple  (S)
Su Muestreo aleatorio simple  (S)
MMM ¢ Método de Midzuno (M)
Sm Método de Midzuno (M)
Su Método de Midzuno (M)

m =5,...,30. El cumplimiento del estimador propuesto se evaliia para los tres
cuartiles, = 0,25, 0,50, 0,75, en términos de Sesgo Relativo (SR) y Eficiencia
Relativa (E'R), donde

/\

Ly QU EOMLL
ECM[Qyn ()

siendo b la b-ésima simulacion, @5(5) = wQ!,, (8)+(1—w)Qyu(B), ECM[QE(3)] =

B‘lzle[@f(ﬁ)b — Q,(B)]? vy ECM[@yn(ﬁ)} se define andlogamente para

@yn(ﬁ), el estimador estandar para el cuantil poblacional basado en la ocasion
mas reciente.

Notamos que el valor 6ptimo para la constante w (3.26) depende de varian-

zas y covarianzas desconocidas, en concreto depende de V' ( Azm(ﬁ)), V(@yu(ﬁ))
y COU(@yu(ﬁ), Azm(ﬁ)) Se usaran técnicas Jackknife (Efron y Tibshirani,
1993) para la estimacién de estas expresiones.

Por otro lado, la constante w depende de covarianzas porque la muestra so-
lapada y la no solapada son dependientes, aunque algunos autores ignoran este
hecho y consideran tales muestras como independientes, es decir, emplearian

la constante R
V@)
V(Qyn () + V(Qyu(8))

donde C’ov(@yu(ﬁ), A;m(ﬁ)) estarfa omitida. Con el fin de analizar este hecho
en la practica, el estimador propuesto basado en la constante wx (asumiendo

wx =
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Figura 3.7: Eficiencia Relativa para el diseno muestral SMS.
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Figura 3.8: Eficiencia Relativa para el diseno muestral MSS.
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Figura 3.9: Eficiencia Relativa para el diseno muestral M M M.
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que existe independencia entre las muestras, por lo que se ignoran las cova-
rianzas) ha sido incluido en el estudio de simulacién.

En primer lugar analizaremos la eficiencia de los estimadores, la cual puede
observarse en las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9, en donde se representa la Eficiencia
Relativa de los distintos estimadores y combinaciones de disenos y tamanos
muestrales. La variacion en el cumplimiento de los estimadores desde distintas
perspectivas puede por tanto observarse. Notamos que las curvas continuas
corresponden al estimador propuesto (usando covarianzas), mientras que las
curvas discontinuas corresponden al estimador compuesto que no emplea co-
varianzas. Las lineas horizontales representan al estimador estandar.

En los tres casos, los resultados obtenidos muestran un buen cumplimiento
del estimador propuesto, el cual es siempre mas eficiente que el estimador
estandar, excepto para el caso de fracciones de solapamiento elevadas. Cuando
la fraccién de solapamiento aumenta, decrece la Eficiencia Relativa para el
estimador propuesto en comparacion con el estimador estandar.

En lo que respecta al comportamiento del uso o no de covarianzas en el
estimador propuesto, puede comprobarse que se obtiene una ligera mejoria
en eficiencia cuando se tiene en cuenta las covarianzas en la construccion del
estimador, teniendo por tanto sentido la hipétesis de dependencia entre el es-
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Figura 3.10: Sesgo Relativo para el diseno muestral SM.S.
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Figura 3.11: Sesgo Relativo para el diseno muestral M S'S.
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Figura 3.12: Sesgo Relativo para el diseno muestral M M M.

=0.25 3=0.50 B=0.75
............ 0.6
H ! 0.4
in'=75; o 051
in =25 ® 0.37 [
"""""" 02+ =/ 037
—————————— Naiss 0.2 | amee o om——eE=S=T
1 T T T 1 Ol 1 T T T 1
5 7 9 11 13 15 5 7 9 11 13 15 5 7 9 11 13 15
m m m
Estimador estandar.
Estimador compuesto usando covarianzas.
---------------- Estimador compuesto sin usar covarianzas.
ST g0 e o 0.20 >
in"=75: o
T [
n =50 0.5 St 0.15 |
------------ PRI L P LD ) e apenmT =
0.10 | 0.10 | i
T T T T T T I I I I I I I 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
m m m

timador de la muestra no solapada y el estimador propuesto para la parte
solapada. Puede ademas observarse que la ganancia en precision sobre el esti-
mador que omite las covarianzas es mayor a medida que aumenta el tamano
muestral de la ocasién mas reciente. En resumen, estos resultados recomiendan
el uso de covarianzas en el estimador propuesto para la estimacion de cuantiles
bajo un muestreo con dos ocasiones sucesivas y probabilidades desiguales.

El analisis del Sesgo Relativo de los distintos estimadores puede seguirse en
las Figuras 3.10, 3.11 y 3.12. Esta es otra medida que nos permitira evaluar el
comportamiento del estimador propuesto y estudiar las propiedades de dicho
estimador con respecto al estimador estandar.

A partir de estas figuras puede observase un similar comportamiento de los
estimadores al obtenido en el estudio de la Eficiencia Relativa. Los valores del
Sesgo Relativo para los estimadores propuestos estan siempre por debajo de
0.2, y en algunas ocasiones son inferiores a 0.1, mientras que el Sesgo Relativo
para el estimador estandar es bastante mayor llegando incluso a 0.6.

Por 1ltimo, analizaremos los valores observados de los estimadores mediante
diagramas de cajas con bigotes. Por brevedad se ha considerado el diseno mues-
tral SM S y los tamanos muestrales n’ = 75 , n = 50 y m = 5,10, 15,20. La
Figura 3.13 nos da tal informacion para los tres cuartiles. También en este
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Figura 3.13:
estimadores.
y n = 50.
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estudio se comprueba que el estimador propuesto presenta el mejor compor-
tamiento, al obtenerse estimadores menos dispersos en comparaciéon con el
estimador estandar y el estimador que omite las covarianzas.

Notamos que se han realizado otras simulaciones con distintos tamanos
muestrales a los usados en los estudios anteriores. En todos los casos los re-
sultados confirman el buen comportamiento del estimador propuesto frente a
sus competidores. También se ha observado que la ganancia en precision del
estimador propuesto es mejor a medida que el tamano muestral en la primera
ocasién aumenta con respecto al tamano de la segunda ocasion. Por otro la-
do, cuando el tamano muestral en la primera ocasion es menor que el tamano
en la segunda, se obtiene una menor ganancia en precision, y esta ganancia
disminuye a medida que aumenta la diferencia entre tamanos muestrales. Este
resultado es 16gico porque si n’ es mayor en comparacion con n, la primera
muestra proporcionara mayor informacién, y el estimador de tipo razén basa-
do en la muestra solapada presentara un menor grado de error, por lo que es
de esperar que el estimador propuesto mejore también en precision.

3.3.5. Generalizacion a miiltiples variables auxiliares

En las secciones anteriores se han definido y examinado los estimadores de
cuantiles en muestreo con dos ocasiones sucesivas y para un diseno muestral
arbitrario. Tanto estos estimadores como los ya definidos en la literatura del
muestreo en poblaciones finitas, consideran el uso de una tnica variable auxi-
liar, aunque la investigacién dispongan de otras variables que también estén al-
tamente correlaciones con la variable principal. Esto sugiere que se podria hacer
un uso mas efectivo de la informacién auxiliar. Asumiendo muestreo aleatorio
simple, en este apartado se define una clase de estimadores que pueden obte-
nerse a partir de un vector multivariante de variables auxiliares. En concreto,
esta clase estd formada por un estimador de tipo razén construido a partir de
todas las variables auxiliares disponibles en las muestras que estan solapadas
y por un estimador de la variable de interés en la muestra no solapada de
la ocasiéon maés reciente. El estimador 6ptimo en el sentido de minimizar la
varianza de esta clase también sera calculado.

Por tanto, en la presente seccién y en 3.3.6 y 3.3.7 asumiremos que en la
primera ocasién se dispone de p variables auxiliares (denotadas por 1, ..., x,)
en lugar de una tnica variable auxiliar z. Con esta informaciéon y con la
obtenida a partir de la muestra s, es posible calcular los estimadores Qi (3),
1 =1,...,p, que son los cuantiles de orden (3 estimados a partir de la mues-
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tra solapada, y los estimadores @m(ﬁ), 1 = 1,...,p, que seran las estima-
ciones basadas en la muestra s’. Estos estimadores se construyen como en
(3.22) y (3.23), respectivamente, pero sustituyendo la variable = por z;, para
1=1,...,p

Siguiendo a Olkin (1958), se propone el siguiente estimador de tipo razén
multivariante de @), () basado en la parte solapada:

Q m ~
= ) we QD 55 (5 = > wiQuim(B).  (3.39)
1<i<p Quim (B) 1<i<p
Los pesos w; (verificando }, ;. w; = 1) se obtienen de modo que maximizan

la precision del estimador Q%R(ﬁ) Se usa el criterio de minima varianza para
obtener estas cantidades. Sabido esto, la varianza de este estimador viene dada
por

v( A%ﬁ(ﬁ)) = Z w?V(@ymm<ﬁ)) +2 Z wichov(@yrim<ﬁ)u @yrjm(ﬁ))-

1<i<p i<j

Esta tltima ecuaciéon puede escribirse como V(A%R(ﬁ)) = w'Bw, donde w =
(wlv s 7wp)/7 B = (bl]) y bij = COU(erim(ﬁ)a erjm(ﬁ)) para Za] = 17 <o D-
Para obtener el valor extremo usaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
y puesto que B es semidefinida positiva, se obtiene que el valor 6ptimo w
esta dado por

B~ le
Wopt = ——=——
P eB-le’
donde e = (1,...,1)". Por tanto, la minima varianza obtenida a partir de wey

sera

~ 1
Vinin Qi (8)) = B 1o

Asumiendo muestreo en dos ocasiones sucesivas, se propone el siguiente
estimador compuesto que combina el anterior estimador de tipo razén miltiple
basado en la muestra solapada con el estimador de la muestra no solapada:

Qy(B) = WQME (8) + (1 — W)Qyu(B), (3.40)

donde ymopt(ﬁ) estd dado por el estimador A%R(ﬁ) cuando se considera el

valor éptimo de w, esto es w,y:, mientras que W es una constante que satisface
0 < W < 1y que es escogida de modo que el estimador @, (/) presente la
minima varianza dentro la clase anterior. Un simple cdlculo demuestra que

SRR (A1) | 1

V(Qyu(ﬁ)) + V( ymopt(ﬁ))
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En resumen, el estimador propuesto que presenta las propiedades éptimas
en términos de minima varianza esta dado por

Q\yom(ﬁ> = Wf)pt Ame}Ept<ﬁ) + (1 - Wopt)@yu<ﬁ)7 (3-42)

y varianza viene dada por

V(Quopt(8)) = WtV Qi (8)) + (L = WtV (Qyu(5)), (3.43)

la cual puede también escribirse como

- V(Qu(B)V (@yrion(9)
V yopt - = . 3.44
(Q <6)) (Q (5)) + V( ymopt(ﬁ)) ( )

3.3.6. Propiedades teoricas

El siguiente paso en el estudio del estimador propuesto Q\yopt(ﬁ) es la de-
terminacion de sus propiedades mas importantes, ademas de la propiedad de
minima varianza ya comentada. En concreto se establece la normalidad de
dicho estimador y su correspondiente varianza exacta.

Los resultados que se establecen se derivan asumiendo las condiciones
(C3.4), (C3.5) y (C3.6).

Teorema 3.9 FEl estimador de razén multivariante @%R(ﬁ) dado por (3.39) y

la clase propuesta de estimadores @y(ﬁ) dada por (3.40) son asintéticamente
normales.

Demostracién

En primer lugar, los cuantiles muestrales @yu(ﬁ), @ym (), @xz(ﬁ) y C/Q\mm(ﬁ)
son asintéticamente normales como se demostré en Gross (1980).

Sean las siguientes funciones de este estimador

~ ~

Hl(Q?ﬂ“(ﬁ)a Qxl(ﬁ)? A @xp(ﬁ)a @xlm(ﬁ)v St @zpm(ﬁ)) =

S w2l G )

1<i<p zim (0
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H, es una funcién continua con derivadas parciales de primer y segundo orden
y continuas en las cercanias de: (Qy\, Q15 -, Qup). Bajo esta situacién y usando

los resultados de Cramer (1946), Q)/F(/3) es asintGticamente normal.

La normalidad asintética de la clase propuesta de estimadores se deriva
facilmente como consecuencia de la expresion lineal de la clase. 0

La normalidad asintdtica del estimador @yopt(ﬁ) también se deriva al pertenecer
este estimador a la clase (3.40).

La linealidad de la clase de estimadores también nos permitira computar sus
varianzas. Para ello, serd necesario conocer las varianzas del estimador de razén
multivariante basado en la muestra solapada y el estimador que solamente
envuelve a la muestra no solapada, Q,,(3), como puede verse en (3.43) y
(3.44).

Gross (1980) demostré que una expresion asintética para la varianza del
estimador @), () estd dada por

N

V(Quul(8)) = =B = B) () " {£,(Qy(H)} 2 (3.45)

Teorema 3.10 La varianza de V(@yrim(ﬁ)), coni=1,...,p, y la covarianza
entre Qurim(8) ¥ Quyrjm(B), coni,j =1,...,p vienen dadas por

i - Sl (-3) (2 D MR

U (a0}

(3.46)
Yy
Con@n(9)- Qi) = g b= | (3= ) +
i . i ‘ fy(Qy(ﬁ)) Pll(yvxl) _
v m ) QD) (5(1 ) 1) i (3.47)
l _ l R fy(Qy(8)) [ Puly, ;) . ) . .
W m) Qa0 \Ba -5

1 1
(ﬁ - ) BB () g (0 (B))

donde Py1(y, x;) denota la proporcion de valores en la poblacion para los cuales

Yy < Qy(B) yri < Quil(B), y Ri = Qyu(B)/Qui(B).
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Demostracién

El estimador @yrim(ﬁ) puede expresarse como
Qurim(B) = Qy(B)(1 + e0)(1 + e2:)(1 — ey + €3, + .., (3.48)

QB | Qun(®  Qul®

QB T Qam T QL)

Considerando la expansion de series de Taylor se obtiene la expresion
(@ymm(ﬁ) - Qy(ﬁ))(@ymm(ﬁ) - Qy(ﬁ)) =

= Qy(ﬁ)Q(eo + e — €1 + 6%,- — ey569; — €160 + €pe2; + . . .)
(60 + €25 — €15 + e%j — €15€25 — €15€0 + €0€2; + .. )

—1,i=1,..,p.

donde eg =

La expresién asintética de la covarianza de los estimadores Qurim(8) ¥y
Qyrim () se obtiene tomando esperanzas (se han considerado solamente térmi-

nos de orden uno). Las esperanzas de las variables e; pueden derivarse de Singh
(2003):

£l = 2" B0~ (@A) Q)

Elet] = (0~ B)( @) Qua(9))

Ele}] = Elevea] = 2= 81 = B)(Qu(A) @)

Eleven] = 5 (Pua(y, 7~ A0 —0)) Qus(B)Q(8) e Qa9 Q) ™,
Eleoen] = 5 (Pua(y, )~ A0 —0)) Qus(B)Q(8) e Qa8 Q)™

N —n'
w P, @) = (1 = §))x

X(Quj (8) [ (Quj(B)) Qui(B) f2i(Qui(5))) 1,
N—m

E[eljeli] = N (Pll(xja'ri) - 5(1 - ﬁ))x

X (Qaj (8) fj(Qus (8)) Qi (8) fui (Qui(B))) -

E[@ljegi] = E[ngegi] =
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Sustituyendo estos valores y operando adecuadamente, se obtiene la expre-
sién dada en (3.47). O

Por tanto, usando las expresiones (3.45) (3.46) y (3.47), la matriz B, la
varianza del estimador propuesto dado en (3.43) o (3.44) y el valor W, definido
en (3.41) quedan determinadas.

3.3.7. Propiedades empiricas

En la Seccién 3.3.5 se ha definido un estimador éptimo dentro de la clase
(3.40). La normalidad y la varianza asintdtica de este estimador se ha de-
mostrado en la Seccion 3.3.6. El siguiente paso en este estudio es comprobar la
exactitud de este estimador. En este apartado, la eficiencia del estimador pro-
puesto y su varianza seran analizadas. En primer lugar, se analiza la ganancia
en eficiencia de la varianza asintética del estimador Qyey(3) con la varianza
de @yn(ﬁ), el estimador estandar basado en la ocasiéon mas reciente y el cual
estd dado en (3.15). A continuacién, el comportamiento de estos estimadores
seran contrastados en una situacién real mediante un estudio empirico.

En ambos estudios se usaran dos poblaciones naturales: la poblacién Coun-
ties y la poblacién Turismos (véase Apéndice A). La poblacién turismos re-
sulta interesante en este caso porque dispone de cuatro variables auxiliares.
Se pueden comparar los varios estimadores usando un numero distinto de va-
riables auxiliares, de modo que pueda observarse la evolucién de la ganancia
en precision al aumentar el niimero de variables auxiliares usadas en la etapa
de estimacion.

Comparaciones tedricas

El primer estudio consiste en comparar la varianza del estimador 6ptimo
propuesto dado en (3.44) con la varianza del estimador frecuentemente usa-
do, @yn(ﬁ). Este estudio nos permitira conocer el comportamiento de las va-
rianzas tedricas de los estimadores. Gross (1980) comprobd que una expresion
asintotica para la varianza del estimador @yn(ﬁ) esta dada por

N —n
N

V(Qyn(B)) = B(L— B)(n)H{f,(Qy(8)} 2

En las Figuras 3.14 y 3.15, las varianzas tedricas de los estimadores @yopt(ﬁ) y
Qyn(B) son comparadas por medio de sus cocientes, esto es, las figuras mues-
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Figura 3.14: Ratios Tedricos entre la varianza del estimador 6ptimo propuesto
y la varianza del estimador estandar bajo la poblaciéon Counties y el cuantil
de orden 3 = 0,5.
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Figura 3.15: Ratios Tedricos entre la varianza del estimador éptimo
y la varianza del estimador estandar bajo la poblacién Turismos y
de orden 3 = 0,5.
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tran los Ratio Tedricos RT = V(@yopt(ﬁ))/‘/(@yn(ﬁ)). En este estudio, se
representan diferentes valores de m en el eje de abscisas y el estimador prop-
uesto se ha obtenido para cada valor de p (p = 1,2 en la poblacién Counties
y p=1,2,3,4 en la poblacién Turismos). Las lineas horizontales muestran los
RT para el estimador @yn(ﬁ). Notamos que valores de RT por debajo de 1
indican que V(@yopt(ﬁ)) es menor que V(@yn(ﬂ)), y por tanto el estimador
propuesto es mas eficiente.

De estas comparaciones tedricas, se pueden destacar la siguientes conclu-
siones:

1. Para ambas poblaciones, el estimador propuesto parece tener uniforme-
mente menor varianza que el estimador estandar, Q,,(5), y a su vez
menor varianza que el estimador propuesto cuando éste utiliza una tnica
variable auxiliar.

2. Las mejores propiedades se obtienen cuando se usan todas las variables
auxiliares.

3. Cuando los tamanos muestrales en ambas ocasiones son iguales, la frac-
cion de solapamiento éptima estd entre 0.2 y 0.4. Una fraccion de sola-
pamiento mas alta resulta apropiada cuando el tamano muestral en la
ocasion reciente es menor que el tamano muestral de la primera ocasién.

4. En ambas poblaciones, los ratios méas bajos se obtienen cuando los tamanos
muestrales son n’ = 75 y n = 25, en cuyo caso los RT, para valores
grandes de Y, son aproximadamente iguales a 0.4, esto es, la varianza
asintética del estimador propuesto presenta una mejoria del 60 % con
respecto a la varianza asintética del estimador estandar.

Estudio empirico

El siguiente paso consiste en llevar a cabo un estudio de simulacién con
el fin de revelar la ganancia en eficiencia de Qyop(3) con respecto a Qyy,(5)
en una situacion real. De nuevo, las poblaciones Counties y Turismos serdn
usadas. Este estudio también muestra el comportamiento de Qyop(3) cuando
este estimador usa un niimero diferente de variables auxiliares.

Se generan B = 1000 muestras independientes bajo muestreo con dos oca-
siones sucesivas. Todas las muestras (solapadas y no solapadas) se obtienen
bajo muestreo aleatorio simple. El cumplimiento de estos estimadores se evaliia
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Figura 3.16: Eficiencia Relativa para los estimadores 6ptimo propuesto y
estandar en la poblacién Counties y para el cuantil de orden § = 0,5.
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Figura 3.17: Eficiencia Relativa para los estimadores 6ptimo propuesto y

estandar en la poblacién Turismos y para el cuantil de orden 3 = 0,5.

n’=100. n=100

n’=75.n=75
1.2
1.0 7
x
w
0.8 r
0.6 r
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
n’=50. n=50

n’=100. n=50

0.50
0.45
&0.40
0.35

0.30

0.25

n’=50. n=25

Estimador estandar.
Estimador optimo propuesto. p=4.

v+ Estimador optimo propuesto. p=3.
= Estimador optimo propuesto. p=2.
= Estimador optimo propuesto. p=1.

160



Figura 3.18: Evolucién de los valores W,, usados por el estimador 6ptimo

propuesto en la poblacién Counties y para el cuantil de orden g = 0,5.
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Figura 3.19: Evolucién de los valores W,, usados por el estimador 6ptimo
propuesto en la poblacién Turismos y para el cuantil de orden 8 = 0,5.
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para el cuantil de orden 3 = 0,5 en términos de Sesgo Relativo (SR) y Eficien-
cia Relativa (ER), con

1 QB = Q) . ECM[Quon(B)]
S ; Qy(B) - ECM[Q,n(B)

donde b indica la bésima simulacion, el Error Cuadratico Medio empirico

estéd dado por ECM |[Qyopt ()] :/{3_1 S [ Qyopt (B)o—Q,(8)]2, v donde ECM[Q,(5)]
se define de modo similar para Q,,(3). Por tanto, el comportamiento empiri-

co del estimador propuesto se compara con el estimador estandar mediante
diferentes valores de p.

Las generaciones aleatorias, calculos y obtencién de estimadores se han
obtenido mediante el programa R. Los detalles de la programaciéon estan
disponibles en el Apéndice C.

Las Figuras 3.16 y 3.17 representan la F'R obtenida en el estudio de simu-
lacion. En la Figuras 3.18 y 3.19 se muestra la evolucién de los valores 6ptimos
Wopt con respecto a la fraccién de solapamiento. Los valores SR estan todos
dentro de un rango razonable y por tanto se han omitido.

De las Figuras 3.16, 3.17, 3.18 y 3.19 se pueden hacer las siguientes obser-
vaciones:

1. Los resultados confirman un buen comportamiento por parte del esti-
mador 6ptimo propuesto en comparacion con el estimador estandar, y a
su vez con respecto al estimador éptimo simple, es decir, el estimador
propuesto 6ptimo basado en una tnica variable auxiliar.

2. Este estudio también nos muestra que se obtienen estimaciones mas pre-
cisas cuando se usa un mayor nimero de variables auxiliares.

3. Cuando los tamanos muestrales en ambas ocasiones son iguales, la frac-
cion de solapamiento 6ptima esta entre 0,2 y 0,4. En otro caso, no puede
observarse una fraccién de solapamiento 6ptima.

4. Los valores W, son crecientes con respecto a la fracciéon de solapamiento.
Este resultado era predecible puesto que a medida que aumenta el tamano
muestral de la parte solapada con respecto al tamafno de la muestra no
solapada, el estimador de razon multivariante deberia tener un mayor
peso dentro del estimador propuesto. En todos los casos, los valores mas
altos de W,,; se obtienen cuando se usan todas las variables auxiliares
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en la etapa de estimacion. Este resultado demuestra que se obtienen es-
timaciones mas precisas cuando se usan todas las variables auxiliares: de
la expresion (3.41) puede observarse que W, es mayor si V(Qymopt(5))
tiene valores mas pequenos, y bajo esta situacion, el estimador 6ptimo
propuesto obtiene estimaciones mas precisas.

5. Cuando el tamano muestral en la segunda ocasion es menor que el tamano
en la primera ocasion, se obtiene una mayor ganancia en precision, y es-
ta ganancia aumenta a medida que crece la diferencia entre los tamanos
muestrales. Este resultado es razonable porque si n es pequeno en relacion
con n/, entonces, la primera muestra proporcionara mayor informacion,
y el estimador de razén multiple basado en la muestra solapada presen-
tara también un menor grado de error.

3.4. Estimadores bajo el método de verosimi-
litud empirica

En este apartado se utiliza el método de verosimilitud empirica para la esti-
macién de cuantiles. Para ello, usaremos el estimator de verosimilitud empirica
para la funcién de distribucién definido en la Seccién 2.4.3. Tomando la inver-
sa de este estimador, podremos obtener estimadores de cuantiles facilmente.
Estos estimadores también se utilizaran para el anélisis de algunas medidas de
pobreza.

Bajo datos de la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares para el
primer trimestre del ano 1997, mostraremos como tanto el estimador propuesto
para los cuantiles como el método bootstrap para la estimacién de la varian-
za, exhiben un buen comportamiento en comparacién con otros estimadores
alternativos.

3.4.1. Antecedentes

Asumiendo el método de verosimilitud empirica, los tnicos estimadores
conocidos para cuantiles en la literatura se basan en la aproximaciéon modelo-
calibrada, es decir, se usan los estimadores modelo-calibrados para la funcion
de distribucién descritos en la Seccién 2.4.2. Sea Fyopp(t) uno de estos es-
timadores cuando se usa el punto ty5 = CA)HKy(ﬁ) Notamos que ﬁMCPE(t)
serd mas eficiente que ﬁHKy(t) para t en las cercanfas de Q,(3).
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El cuantil Q,(3) puede estimarse mediante inversion directa de F vepe(t),

esto es, Quepe(B) = ﬁA}EPE(ﬁ) para 3 € (0,1). Puesto que Fycpp(t) es
una verdadera funcién de distribucion, esta inversién es computacionalmente
simple.

Notamos que tanto este estimador como su correspondiente varianza asin-
totica seran usadas en la Secciéon 3.4.5 para su comparaciéon empirica con el
estimador propuesto bajo el método de verosimilitud empirica. Por esta razén,
a continuacion se resumen las principales propiedades asintéticas de este es-
timador. Para ello, asumimos que hay una secuencia de poblaciones finitas
{Uy,v=1,2,...}. F,(t) y Q,(3) denotan respectivamente F(t) y Q,(3), para
la poblacion U,. Ademas, sean los disenos muestrales siguientes

(i) Muestreo aleatorio simple con o sin reemplazamiento.

(ii) Muestreo estratificado aleatorio simple con o sin reemplazamiento.

(iii) Muestreo con probabilidades desiguales de una etapa con reemplaza-
miento.

(iv) Muestreo de varias etapas con reemplazamiento en la primera etapa.
Notamos que en el caso de disenos con reemplazamiento se usa el estimador

de tipo Hansen-Hurwitz, esto es m; = ng;, donde ¢; es la probabilidad de
seleccionar la i-ésima unidad.

Una representacion Bahadur para el cuantil @ vope(f) puede establecerse
para estos disenos muestrales. Sean también las condiciones (C2.20), (C2.21)
y (C2.22) dadas en la Seccién 2.4.2 junto a las siguientes:

(C3.7). Existe una funcién de distribucién F'(t) doble diferenciable con fun-
cién de densidad f(t), tal que F,(t) — F(t) = o(1), y para cualquier
a, = O(n=1/?)

sup |[F(t +0) — F,(1)] — [E(t +6) — F(t)]| = o(n,"/?),

14
6] <ay
donde el tamano muestral n, — oo cuando v — 0.

(C3.8). Paraun fijado g € (0,1), Q,(6) — Qo(), donde Qo(B) es el cuantil
B de F(t) y f(Qo(B)) > 0.

El siguiente teorema puede establecerse.
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Teorema 3.11 Bajo los diserios muestrales (i)~ (iv) y las condiciones (C2.20),
(C2.21), (C2.22), (C3.7) y (C3.8), se tiene que

~ _ I Y P o (n-1/2
Quere() = Qu) = 555 (9= Fuors(Qu(9)) +op(n™)

donde f(-) es la funcion densidad de la funcion de distribucion limite de F,(t)
cuando N — oo.

En consecuencia, la varianza asintética de Queopp(5) puede aproximarse
por

V(Quers(8)) = mwﬁmm(@mm -

1 1 N v U , )
—(Q,(8)? N 22 (mmi =) (;i - W—j) +o(n7h),

i<j j=1

donde U; = 6(Q,(8) — i) — F,(Qy(5)) — (wi —w*)By y w* = N"' L wy.
w} viene dada por (2.85), (2.87), (2.90) o (2.93) cuando ty = Q,(3).

Esta varianza puede estimarse mediante

V(@uerelo) = mv(ﬁMC’PE(@MCPE(ﬁ))) —
1 1 N o ) }
- WWZZ(WW - 7ij) (;Z - W—J) +o(n™),

i<j j=1

donde u; = 5(C§MCPE(6) —y;)—pB—(w;—w)Byyw= N~} Zfil w;. w; viene
dada por (2.86), (2.88), (2.91) o (2.92) cuando t) = Quiy(B). f(Qy(F)) puede
estimarse mediante procedimientos estandares (Silverman, 1986).

La gananciaAen eficiencia al usar @ mope(B) sobre @\ Hiy(3) es comparable a
la ganancia de Fy;cpg(t) sobre F iy (t). Con la éptima eleccion w; = Ee(2;]x;),
la ganancia maxima de la eficiencia asintotica esta garantizada. Asi, este méto-
do puede aplicarse en disenos muestrales complejos y para un vector multivari-
ante de variables auxiliares.

3.4.2. Aplicacion a la estimacién de lineas de pobreza

El andlisis de las lineas de pobreza es un tema reciente y de gran interés
en la sociedad. La proporcién oficial de pobreza y el niimero de personas en
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pobreza son importantes medidas para el bienestar econémico de un pafs.

El andlisis de la estructura de los ingresos y la desigualdad de ingresos
son los principales objetivos en los estudios de pobreza. Esto se debe a que la
desigualdad de los ingresos puede afectar a la eficiencia del mercado laboral,
y a que esto conlleva a una serie de problemas relacionados con la igualdad
social, tal como la incidencia de la pobreza o la estratificacion social.

La aplicacién de una medida de pobreza requiere la especificaciéon de una
linea de pobreza, la cual separe a la poblacion en pobres y no pobres. En la lite-
ratura, existen distintas formas de especificar una linea de pobreza. Por ejem-
plo, La Organizacién para la Cooperaciéon Econémica y el Desarrollo (OECD,
acréonimo de Organization for Economic Cooperation and Development) en el
ano 1997, definié la linea de bajos ingresos como dos tercios del salario me-
diano, de modo que un empleado se consideraba que tenia ingresos bajos si
recibia un salario inferior al anterior umbral senalado. Sin embargo, Furostat
(2000) define que un empleado en la Unién Europea percibe un salario bajo si
su salario mensual es inferior al 60 % del salario mediano de su correspondiente
pafis.

Los empleados con bajos ingresos, en particular, ha sido un centro de in-
vestigacion con alto interés politico (Lucifora y Salverda, 1998). Por un lado,
a un nivel macroeconémico, los empleados con bajos ingresos es claramente
relevante para la igualdad social, como lo demuestran las razones con alta po-
breza en los paises donde los empleados con bajos ingresos es relativamente
alto (OECD, 1997). Por otro lado, desde una perspectiva microeconémica,
existe una relacion entre salarios bajos y estado de pobreza de los hogares
(OECD,1997, Eurostat, 2000).

En la literatura, existen tres tipos de métodos para determinar las lineas
de pobreza: los métodos absolutos, relativos y los subjetivos. Los métodos ab-
solutos obtienen la linea de pobreza como una cantidad minima de fuentes en
un punto del tiempo y ponen al dia la linea solamente para cambios de precio
sobre el tiempo. La linea de pobreza usada por el estadistico oficial de pobreza
de Estados Unidos es un ejemplo de linea de pobreza absoluta. El método rela-
tivo especifica la linea de pobreza como un punto en la distribucién de ingresos
o gastos y, por lo tanto, la linea puede estar sin fecha automaticamente sobre
el tiempo para cambios en niveles de vida. En la préactica, los investigadores
a menudo especifican la linea de pobreza relativa como un pocentaje del in-
greso o gasto medio (Wolfson y Evans, 1989, Johnson y Webb, 1992), como
un porcentaje del ingreso o gasto mediano (Smeeding, 1991, Eurostat, 2000)
o simplemente como un cuantil (OECD, 1982). El método subjetivo deriva
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de la linea de pobreza basada en la opinion piblica. Comparada con las dos
primeras aproximaciones, el método subjetivo es relativamente menos popular
y raramente se usa.

Mientras que las lineas de pobreza absolutas han sido usadas en la mayoria
de los estadisticos de pobreza de los gobiernos, las lineas de pobreza relativas
han ganado recientemente en popularidad y uso tanto en las comparaciones
internacionales de pobreza como en analisis nacionales de pobreza a través del
tiempo. Preston (1995) establecié las distribuciones muestrales de los estadisti-
cos de pobreza relativos.

La desigualdad de salario es requerida a menudo en estudios de pobreza
o distribucién de la riqueza. Tradicionalmente, La oficina censal de Estados
Unidos ha empleado un determinado ntimero de percentiles limite y razones
para estudiar cambios en la desigualdad de salarios de los hogares. Entre ellos
encontramos la razon de ingresos para un determinado hogar entre el percentil
95 y el percentil 20, el percentil 95 con respecto a la mediana, etc. Derivadas
de estos percentiles son también bastantes usados en la literatura de ingre-
sos. Algunos investigadores han propuestos otras medidas alternativas como
la razon entre los percentiles 90 y 10 o la razén entre los percentiles de orden
50 y 10. Eurostat (2000) también emplea el salario mediano con respecto al
primer decil. Estos valores dan una idea de la extension de las desigualdades
entre salarios. Por ejemplo, la razén entre los percentiles de orden 50 y 10
nos permite ver si la incidencia de empleos con bajos ingresos esta fuertemente
relacionada con la dispersion de salarios en el tallo izquierdo de la distribucién.

La atenciéon dada a este tipo de estadisticos en los medios de comunicacion
y en los circulos de politica es considerable, hasta el punto de que importantes
decisiones politicas pueden verse influenciadas por estas medidas.

La caracteristica comin de estas medidas es su complejidad. Estas son fun-
ciones no lineales de las observaciones y un alto nimero de éstas dependen de
cuantiles. Como se ha comentado, la literatura relacionada a la estimacién de
medianas y otros cuantiles, los cuales usan una variable auxiliar, es conside-
rablemente menos extenso que en el caso de medias y totales, y las técnicas
habituales, tal como el método de regresién, no tienen una extension obvia
a la estimacion de cuantiles. Por tanto, la mayoria de los estudios relaciona-
dos con cuantiles han sido desarrollados asumiendo muestreo aleatorio simple
o muestreo estratificado (Gross, 1980, Sedransk y Meyer, 1978, Sedransk y
Smith, 1988, Kuk y Mak, 1989, Singh et al., 2001), o bien considerando apro-
ximaciones basadas en el modelo (Chambers y Dunstan, 1986, Dorfman y Hall,
1993, Mak y Kuk, 1993), las cuales asumen un modelo de superpoblacién, los

168



estimadores son dependientes de dicho modelos y puede llegarse a obtener un
pobre cumplimiento de los estimadores bajo una inapropiada especificacién
del modelo. En la préctica, estas situaciones no son usuales, especialmente
para el caso de datos relacionados con ingresos o gastos, los cuales se analizan
asumiendo disenos muestrales complejos con probabilidades desiguales y cuyos
datos, ademas, exhiben una alta asimetria, lo que hace muy dificil asociar un
modelo de superpoblacion a los datos en estudio. El uso de estimadores de
cuantiles eficientes basados en informacién auxiliar y aproximaciones indepen-
dientes del modelo, puede ayudarnos a obtener una mejoria en la estimaciéon
de medidas de pobreza. Notamos que la mayoria de los estudios relacionados
con medidas de pobreza han sido llevados a cabo usando estimadores clésicos
de la literatura del muestreo en poblaciones finitas.

El propdsito de esta seccion es desarrollar un estimador de cuantiles que
pueda aplicarse a diferentes medidas de pobreza. Para ello, usaremos la apro-
ximacién modelo-asistida. Esta aproximacion se usa habitualmente en las en-
cuestas por muestreo y tiene una buena aceptacion. Ejemplos de estimadores
modelo-asistidos son el estimador de regresién generalizado (GREG) (Cassel
et al., 1976, Sdrndal, 1980) para el caso de estimar medias y totales, y esti-
madores de tipo razén y diferencia (Rao et al., 1990) para el caso de estimar
funciones de distribucion y cuantiles. La principal ventaja de la aproximacion
modelo-asistida es que proporciona inferencias vélidas bajo el modelo asumido
y al mismo tiempo esta protegido contra una inapropiada especificacion del
modelo en el sentido de proporcionar inferencias basadas en el diseno validas,
independientemente de los valores poblacionales para la variable de estudio.

En la presencia de informacién auxiliar, existen varios procedimientos de
estimacién para obtener estimadores mas eficientes. Recientemente, se han
propuestos los estimadores de calibraciéon (Deville y Sdrndal, 1992) y los esti-
madores de verosimilitud empirica (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999). En
las siguientes secciones se usard el método de verosimilitud empirica para con-
struir nuevos estimadores para un determinado cuantil. En lo que respecta a la
estimacién de cuantiles usando el método de verosimilitud empirica (véase la
Seccién 3.4.1), Chen y Wu (2002) propusieron estimadores modelo-calibrados
(Wu y Sitter, 2001a). Estos estimadores requieren el uso de un modelo de super-
poblacién apropiado, y son por tanto dependientes de dicho modelo. Ademas,
estos estimadores se construyen por medio de restricciones que requieren el uso
de un tunico valor fijado. Una importante perdida de eficiencia puede llegar a
obtenerse cuando dicho valor fijado se encuentra alejado del cuantil que va a
ser estimado.

El estimador propuesto usa de modo efectivo la informacién auxiliar en la
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etapa de estimacion porque éste esta basado en tres valores fijados construidos
a partir de la informacién auxiliar. Estos valores se encuentran bien repartidos
dentro de la distribucién de datos, resolviendo de este modo la perdida de
eficiencia provocada por la eleccion de un valor fijado situado a gran distancia
de cuantil que se va a estimar. Este estimador propuesto esta basado en el
estimador para la funcion de distribucién descrito en la Seccion 2.4.3.

Debido a la naturaleza especifica de los cuantiles y a la complejidad de
algunas medidas de pobreza, las varianzas de esto estadisticos complejos no
pueden expresarse por simples formulas. Mostraremos como la técnica boot-
strap es una posible alternativa en la estimacion de la varianza del estimador
propuesto.

3.4.3. Estimadores propuestos modelo-asistidos

En este epigrafe se describe el estimador propuesto usando la metodologia
de verosimilitud empirica. Como se ha comentado, usaremos una perspectiva
modelo-asistida debido a que esta proporciona un enfoque en el cual se pueden
desarrollar estimadores eficientemente. Para ello, necesitaremos un modelo de
superpoblacién que describa la relacion entre la variable de interés y las va-
riables auxiliares. Este modelo sera posteriormente usado para construir esti-
madores basados en el diseno.

Como resulta habitual, consideraremos el modelo regresién lineal dado por
yi = B'x; +vgi, i=1,...,N (3.49)

donde v; es una funcién conocida de z; y las cantidades ¢; son variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas con media 0 y varianza o?.
Notamos que en la practica los valores del vector 3 son desconocidos, aunque es
sabido que este parametro puede estimarse eficientemente por minimos cuadra-

dos (véase por ejemplo Sarndal et al., 1992) como

~1
B (Z X;) S (3.50)

icU icU

Este estimador es éptimo en el sentido de ser el mejor estimador lineal e inses-
gado para ( bajo el modelo (3.49). A su vez, B es una caracteristica poblacional
finita, aunque puede estimarse usando los datos muestrales. Esta estimacién

viene dada por
~1
> din’X§ diX;y;
ﬁz(Z = ) DI (3.51)

1€Ss €S
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Como ya sabemos, el método de verosimilitud empirica presenta buenas
propiedades asintéticas y empiricas para el problema de la estimacién de me-
dias o totales (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter, 1999), funciones de distribucién
(Chen y Wu, 2002), estimacién en presencia de datos faltantes (Rueda et al.,
2006b, Leung y Qin, 2006), etc. Chen y Wu (2002) propusieron estimadores
de verosimilitud empirica modelo-calibrados que requieren el uso de un tnico
valor prefijado. La aplicacion de estos estimadores a la estimacién de cuantiles
resulta posible, aunque este proceso arrastra una importante pérdida de eficien-
cia cuando dicho valor prefijado estd alejado de cuantil que va a ser estimado.
Con el propésito de reducir esta pérdida en eficiencia, se proponen estimadores
modelo-asistidos para cuantiles usando el método de verosimilitud empirica y
tres valores prefijados que ayudaran a reducir tal pérdida de eficiencia.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica (Chen y Sitter, 1999), el
estimador propuesto para el cuantil § esta dado por

Qua(B) = inf{t : Fara(t) > B}, (3.52)

donde
FMA sz t - yz (353)

€S

y las cantidades p; son las soluciones al problema de maximizacion de la funciéon
de verosimilitud pseudo empirica [(p) = >, d;log(p;) sujeta a

Zpi =1, (pi>0), (3.54)

€S

N
1
> 0ty — 1) = = Y O(tgas — gu) = Fy(tgas) = 025, (3.55)
€8 k=1
|
Zpi5(tgso —gi) = N 25@950 — gr) = Fy(tgs0) = 0,5, (3.56)
1€s k=1
|
> pid(ters — g:) _NZ(E( g75 — i) = Fy(tgrs) = 0,75, (3.57)
i€s =1

donde tg25 = Qy(0,25), tg50 = Qy(0,50), tyrs = Qy(0,75), y Qg(a) es el cuantil
« para la variable g; = ﬁtxl

Notamos que la idea de usar §(¢ — g;) para cualquier ¢ como una variable
de calibracién para formar restricciones como las dadas en (3.55), (3.56) y
(3.57) fue en primer lugar discutida en Wu y Sitter (2001a) y posteriormente
elaborada en Chen y Wu (2002).
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La eleccién de los valores tg95, tgs0 ¥ ty7s5 en (3.55), (3.56) y (3.57) estd mo-
tivada por varias razones. En primer lugar esta eleccion esta altamente rela-
cionada con la existencia de solucién en el método de verosimilitud empirica,
puesto que tomando valores més proximos entre ellos podria dirigir a proble-
mas de multicolinealidad. Ademas, si se toman valores extremos, la variable
indicadora podria tomar tinicamente ceros o bien valores todos iguales a uno,
en cuyo caso el método de verosimilitud empirica no tendria solucién. Toman-
do estas consideraciones en cuenta, resulta razonable asumir que la eleccién
tg25, tg50 ¥ tg75 €s apropiada. En cualquier caso, notamos que este problema de
multicolinealidad decrece a medida que aumenta el tamano muestral.

Por otro lado, la eleccion de los valores 495, 1450 ¥ t475 se ha determinado por
razones de eficiencia. Asi, si se usara un unico punto ty, F ma(t) serfa menos
eficiente a medida que t se aleje de ty;. Asumiendo varios valores como en
nuestro caso, resulta razonable asumir que si estos puntos estan perfectamente
distribuidos dentro del posible rango de valores de t, entonces Fi;4(t) serd mas
eficiente. Los valores 425, 1450 ¥ 475 verifican tal propiedad y r () serd mas
preciso en t en las cercanias de los cuartiles poblacionales de la variable g. Esto
concierne a un rango amplio de valores para la variable de interés.

Una vez que se ha definido el estimador de cuantiles, las medidas de pobreza
que dependan de tales parametros podran ser estimadas. Por ejemplo, la linea
de bajos ingresos puede definirse como la fraccién a de un cuantil 3 (Eurostat,
2000, Blackburn, 1990, 1994, Smeeding, 1991, etc.):

Lag = a@Qy(B), (3.58)

y las medidas para cuantificar la desigualdad de gastos estan dadas por la razon
entre los cuantiles de érdenes 3 y (2 (Eurostat, 2000, U.S. Census Bureau,
etc):

T'B1.B2 = Qy(ﬂl)/@y(ﬁ2) (359)
Estas medidas pueden estimarse facilmente por
Las = aQy(8), (3.60)

para la medida dada en (3.58), y por

?517& = @y(ﬁl)/@y(ﬁ2)7 (361)
para la medida dada en (3.59).
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3.4.4. Propiedades. Estimacion de la varianza

El estudio de las propiedades asintoticas del estimador propuesto pasa por
analizar tales propiedades para el estimador Fys4(t), las cuales se han estableci-
do en la Seccion 2.4.4. Queda por tanto describir una expresion para la varianza
del estimador propuesto para cuantiles. La determinacién de tal expresion es
posible, aunque tendria unicamente validez asintotica, es decir, para tamanos
muestrales bastantes elevados, situaciéon no siempre presente en la practica.
Ademas, por la estructura no lineal del cuantil, se requiere el uso de una
aproximacion lineal que emplea parametros poblacionales, por ejemplo densi-
dades, que también tendrian que ser estimados, lo que conlleva a otra pérdida
de eficiencia en la etapa de estimacién de la varianza.

Si aplicamos el estimador propuesto a la estimacién de medidas de pobreza,
la determinacion de dicha expresiéon asintotica resulta atin mas dificil, puesto
que la caracteristica comin de las medidas de pobreza, como por ejemplo
(3.58) y (3.59), es su complejidad. Ademas, los datos de ingresos y gastos
provienen usualmente de encuestas complejas (muestreos con probabilidades
desiguales de tipo estratificado, con multiple etapas, por conglomerados, etc),
lo que también dificulta la determinacién de expresiones asintéticas bajo estas
situaciones. La tinica alternativa en estos casos es el uso de métodos especiales
para la estimacion de varianzas.

Por estas razones, proponemos el uso de técnicas alternativas para la es-
timacion de la varianza del estimador propuesto. En concreto, se propone la
técnica bootstrap que frecuentemente se usa en la estimacion de cuantiles, y
en particular, para la estimacién de las medidas de pobreza. Este hecho queda
justificado por los estudios ya llevados a cabo y los cuales resumiremos breve-
mente a continuacion. Puesto que el estudio empirico que llevamos a cabo
esta basado en algunas medidas de pobreza, centraremos nuestra atencion a la
estimacién de la varianza de medidas de pobreza.

En primer lugar, notamos que en los estudios de pobreza, la variabilidad
muestral de las diferentes medidas estimadas presentan un interés particular
cuando éstas son comparadas entre paises, a través del tiempo o entre subgru-
pos dentro de un pais.

Los métodos tradicionales para aproximar la varianza de un estimador
(véase Wolter, 1985), envuelven una de las siguientes estrategias: linealizacién
de Taylor o métodos de replicacion tal como bootstrap, jackknife, etc. En los
casos donde los estimadores presentan una forma compleja (como en el caso
de cuantiles), los métodos de replicacién son preferidos por ser més faciles de
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implementar, aunque para el caso de cuantiles, el clasico método jackknife da
estimadores inconsistentes para la varianza (Kovar et al., 1988, Shao y Wu,
1989). También pueden usarse para la estimacién de la varianza otros métodos
alternativos tal como linealizacién y técnicas residuales (Deville, 1999). Una
complicacion al aplicar el método de linealizacién en la estimaciéon de cuantiles
es que éste requiere la estimacion de funciones de densidad de probabilidad
para la variable de interés.

Los métodos bootstraps estan ganando en popularidad en las investiga-
ciones empiricas. Por ejemplo, en el Instituto Estadistico de Canada se llevé a
cabo un estudio de simulaciéon para comparar la eficiencia de varios méto-
dos de remuestreo con respecto al método de estimacién de ecuaciones (véase
Kovacevic, Yung y Pandher, 1995) en el caso de medidas de desigualdad de
ingresos. Para algunos cuantiles, el estimador bootstrap exhibia el menor ses-
go relativo, mientras que el método de estimacién de ecuaciones junto con
el método bootstrap eran los éptimos en el sentido de estabilidad. Estos re-
sultados confirman la ventaja al usar el método bootstrap sobre el resto de
aproximaciones. Asumiendo también medidas de pobreza, Shao y Chen (1998)
también demostraron la consistencia del método bootstrap para la estimacion
de la varianza.

3.4.5. Propiedades empiricas

En esta seccién se evalua la precision del estimador propuesto junto con
otros estimadores conocidos. Ademas, se estudia la eficiencia de estos proce-
dimientos cuando se aplica la estimacion de cuantiles a diversas medidas de
pobreza. El comportamiento del método bootstrap para la estimacion de vari-
anzas sera también analizado. Para ello, se calculan las estimaciones bootstrap
para los distintos estimadores y comparamos estos resultados con los obtenidos
a través de las correspondientes expresiones para la varianza de cada estimador,
en aquellos casos que se disponga de tales expresiones. Por simplicidad, se
asume muestreo aleatorio simple.

En este estudio se usa la poblaciéon ECPF1997 (véase Apéndice A) que
estd formada por los datos de ingresos y gastos de 3000 familias extraidas de
la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares del ano 1997. Estos datos
se han duplicado tres veces para crear una poblacion artificial de N = 9000
individuos, a partir de los cuales nos basaremos para llevar a cabo el presente
estudio de simulacién. Como variable principal se han tomado los ingresos,
mientras que como variable auxiliar se consideran los gastos familiares.
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El cumplimiento del estimador de cuantiles propuesto y su correspondiente
estimacion de la varianza obtenida mediante bootstrap se compararéa con los
estimadores de cuantiles obtenidos a partir de las siguientes funciones de dis-
tribucién: el clasico estimador de tipo Horvitz-Thompson , Fyp,(t), el cual lo
usaremos como estimador de comparacion para todos los estimadores, los esti-
madores de tipo razén y diferencia (F,.(t), Fy(t), Fum(t)) propuestos en Rao et
al. (1990), el estimador de Chambers y Dunstan (1986), Fcp(t), y Fac(t), el
estimador propuesto en Chen y Wu (2002). Ademas, calcularemos el estimador
modelo-asistido asumiendo un unico valor prefijado. Esto nos permitira cono-
cer la ganancia en precisién al usar mas de un valor prefijado.

Dado un cuantil de orden [, el comportamiento de todos los estimadores
de cuantiles y sus varianzas estan medidos por medio del Sesgo Relativo, (SR)
y Eficiencia Relativa (E'R). Asi, para un determinado cuantil, Q,(5), calcu-
laremos

ER[Q,(9)] = ECMIQ,(8))/ECMQury(8)].

SRIQy(3)] = 100 x (E[Q,(8)] - Qu(8)) /Qy(8). (3.62)

y para un estimador de la varianza, ?(@y(ﬁ)), se obtendra las medidas dadas
por (3.62) después de sustituir Q,(8) y @y(3) por V(Q,(53)) v VIQy(S)]
respectivamente. E[-], ECM[-] y V[-] son las Esperanzas Empiricas, Error
Cuadratico Medio y Varianzas basadas en 500 muestras. Notamos que valores
de ER[Q,(8)] y ER[V(Qy(0))] menores de 1 indican que Qy(5) y V(Qy(5))
son mas precisos que Qpury(8) v V(Qury(F)), respectivamente. Asumiendo
normalidad, también se ha obtenido la Cobertura de los Intervalos de Confian-
za (CT) al 95 % y la Longitud Media de cada Intervalo (L[). Todos los estudios
se han basado en muestras de tamano n = 500.

Notamos que la precisiéon de cada estimador depende directamente del
cuantil que va a ser estimado. Por ejemplo, el estimador de Chambers y Dun-
stan es muy eficiente en la estimacion de la mediana, aunque generalmente sufre
de importantes sesgos en las estimaciones a medida que se estiman cuantiles
mas alejados de la mediana (véase Rao et al., 1990, Chambers et al., 1993, y
Dorfman, 1993). Por este motivo, el primer estudio desarrollado intenta medir
la precision media global de cada estimador a partir de los resultados obtenidos
en las estimaciones de los cuantiles de 6rdenes § = 0,1, 0,3,0,5,0,7,0,9. Las me-
didas usadas para realizar tal medicién son el Sesgo Absoluto Medio (SAM),

dado por
5

1 ~
SAM == > | ISEIQ,(3)]]

i=1
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Tabla 3.12: Medidas globales medias de precision y eficiencia basadas en cuan-
tiles de ordenes 3 = 0,1,0,3,0,5,0,7,0,9, y muestras de tamano n = 500.

Varianzas bootstrap Varianzas asintéticas

Est. ERM SAM|ERM SAM CIM LIM|ERM SAM CIM LIM

MA 0.86 0.25| 0.82 14.05 92.9 550.96 - - - -
MA1 0.89 0.23| 0.83 12.65 93.2 561.62 - - - -
MC 092 0.25| 0.86 872 929 563.18| 0.78 7.16 93.9 553.87
HK 1.00 0.26| 1.00 9.97 928 622.32| 1.00 9.52 94.0 616.53

r 1.04 0.23] 1.08 9.87 93.3 65458 | 1.01 3.96 93.2 646.85

d 1.05 0.25] 1.06 7.32 929 651.83| 1.02 3.67 93.3 650.31
dm 087 0.21| 0.81 12.17 92.7 556.01 | 0.70 5.27 93.9 548.07
CD 358 1244| 048 10.24 17.1 436.84 = - - -

la raiz cuadrada del valor medio de las medidas E'R, es decir,

5
ERM = | 2 3" ERIQ,(5)]
i=1

y por ultimo, los valores medios para las medidas C'I y LI. Dichas medidas
se denotaran como C'IM y LIM respectivamente. En la Tabla 3.12 puede ob-
servarse las distintas medidas globales para todos los estimadores. A partir de
la eficiencia relativa media, podemos comprobar que el estimador propuesto
presenta el mejor comportamiento, seguido del estimador de diferencia éptimo
(dm). El estimador de Chambers y Dunstan es el menos eficiente, mientras
que los estimadores de tipo razon y diferencia también funcionan peor que el
estimador estandar. En el estudio de las varianzas observamos que las expre-
siones asintéticas funcionan ligeramente mejor que la técnica bootstrap, por
lo que a tenor de los resultados seria aceptable recurrir a tal procedimiento
para la estimacion de la varianza. Por tltimo, al estimar todas las varianzas
de los estimadores mediante bootstrap, se observa que el estimador propuesto
presenta el mejor comportamiento, al estimar los intervalos de confianza con
menor longitud y una cobertura similar al resto de estimadores.

El siguiente paso en esta seccion es el analisis de la eficiencia del estimador
propuesto cuando se aplica a la estimacién de medidas de pobreza. En primer
lugar analizamos los resultados obtenidos para la estimacién de las lineas de
bajos ingresos (Tabla 3.13) y a continuacién describiremos las conclusiones
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Tabla 3.13: Medidas de precision y eficiencia para la linea de bajos ingresos
cuando a = 0,6, # = 0,5 y se toman muestras de tamano n = 500.

Varianzas bootstrap Varianzas asintéticas
Est. ER SR| ER SR (I LI\ ER SR C(CI LI
MA 0.70 -0.10{0.57 16.59 93.8 391.54 - - - -
MA1 0.79 -0.080.63 13.03 94.2 410.32 - - - -
MC 0.78 -0.11]0.65 14.87 94.0 412.62|0.53 15.81 94.8 423.94
HK 1.00 -0.24|1.00 17.09 93.4 470.88|1.00 18.41 94.2 482.73
r 1.09 -0.00]098 7.77 94.6 473.71]10.81 6.97 93.8 481.26
d 1.11 0.01[0.97 6.40 93.8 474.52|0.87 7.45 93.8 486.03
dm 0.74 -0.071049 7.39 93.6 388.18|0.37 8.17 94.8 398.41
CD 1.11 2.23[0.09 0.65 77.2 313.01 - - - -

mas importantes en la estimacién de razones entre cuantiles para el andlisis de
la desigualdad entre ingresos (Tablas 3.14 y 3.15).

En primer lugar, notamos que al tratarse de medidas relativas, los resulta-
dos obtenidos para las lineas de bajos ingresos en la Tabla 3.13 serédn los mismos
si se usaran otros valores de «, o bien si se considera la propia mediana. Por
tanto, las conclusiones que puedan extraerse de esta tabla se podrian hacer
para estos casos comentados.

En la Tabla 3.13 observamos que el estimador propuesto es el méas eficiente
en términos de eficiencia relativa. Todos los sesgos relativos se encuentran den-
tro de un rango razonable, excepto el de Chambers y Dunstan con un valor
superior al resto, en torno al 2.23 %. Un aspecto importante a tener en cuen-
ta en la estimacion de la varianza es que las estimaciones bootstrap son, en
términos generales, mas precisas que las obtenidas mediante las expresiones
asintoticas, puesto que se obtienen para cada estimador sesgos mas reducidos,
e intervalos de confianza menos amplios con idénticas coberturas. Este resul-
tado nos confirma que la técnica bootstrap es un procedimiento éptimo en la
estimacion de la varianza de la mediana, y en particular, la estimacion de la
varianza de las lineas de bajos ingresos. Observando las estimaciones boot-
strap podemos comprobar que el estimador diferencia éptimo y el estimador
propuesto obtiene las mejores estimaciones para la varianza.

Las Tablas 3.14 y 3.15 nos dan las distintas medidas de precisién y efi-
ciencia para medidas de pobreza dadas por razones de cuantiles. De nuevo, el
estimador propuesto se muestra mas eficiente en términos de eficiencia relativa.
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Tabla 3.14: Medidas de precisién y eficiencia para la razén de cuantiles cuando
By = 0,5, B = 0,25, y se toman muestras de tamano n = 500.

Varianzas bootstrap
Est. FrR SR|ER SR CI LI
MA 093 0.05]0.92 18.18 93.6 0.18
MA1 1.04 0.14|1.07 17.75 95.2 0.19
MC 1.00 -0.01|1.01 14.68 93.8 0.19
HK 1.00 0.05]1.00 15.91 95.2 0.19
T 1.62 0.34]2.53 14.78 944 0.24
d 1.65 0.29]2.16 11.45 94.2 0.23
dm 090 0.06|0.80 15.69 93.8 0.18
CD 21.07 14.10|0.05 23.43 0.0 0.08

Tabla 3.15: Medidas de precisién y eficiencia para la razén de cuantiles cuando
G1 = 0,95, B = 0,2, y se toman muestras de tamano n = 500.

Varianzas bootstrap
Est. ER SR| ER SR CI LI
MA 093 0.56[1.01 -0.70 914 0.92
MA1 14.66 1.70 - -82.28 91.4 1.06
MC 1.02 0.61]1.07 -3.21 91.6 0.96
HK 1.00 0.27]1.00 -3.04 91.4 0.95
r 1.40 0.95]2.15 030 92.6 1.14
d 1.38 0.7212.01 -3.69 914 1.11
dm 1.03 0.61]1.12 -6.12 90.8 0.95
CD 46.52 43.58 - - 24 133
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Conclusiones similares pueden derivarse de los resultados obtenidos en la etapa
de la estimacion de la varianza mediante bootstrap. El estimador de Chambers
y Dunstan ofrece el peor comportamiento con importantes sobreestimaciones
en la estimacion de las razones. Esto se debe a que se estdan estimando cuantiles
alejados de la mediana.
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Capitulo 4
Discusion

En este capitulo se hace una discusion conjunta de los resultados obtenidos
en todos los capitulos anteriores, resumiendo las principales conclusiones y
ofreciendo las perspectivas y futuras lineas de investigacion que se derivan de
estos resultados.

4.1. Conclusiones y valoracion de resultados

El presente trabajo se divide en dos grandes bloques: estimacién bajo el
método de verosimilitud empirica (Capitulo 2) y la estimacién de cuantiles
(Capitulo 3). En estos dos capitulos se han planteado nuevos estimadores en
situaciones reales del muestreo en poblaciones finitas.

Asi, asumiendo el método de verosimilitud empirica se han propuesto es-
timadores en presencia de datos faltantes, situacion muy usual en la practica
y que no se tiene en cuenta en la mayoria de las investigaciones por muestreo.
Las aportaciones hechas en este sentido dan una alternativa para la solucién de
este problema, puesto que se ha comprobado que puede existir una importante
ganancia en eficiencia en las estimaciones de los pardmetros desconocidos.

En concreto, se ha usado el método de verosimilitud empirica para estimar
una media poblacional cuando en la encuesta nos encontramos con informacién
faltante tanto en la variable de estudio como en la variable auxiliar. Se ha
asumido que la muestra puede ser seleccionada mediante un diseno muestral
arbitrario, con probabilidades iguales o desiguales.
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El estimador propuesto se basa en una clase de estimadores formada por
un estimador de verosimilitud empirica y por un estimador de tipo Hajek. Se
han derivado las propiedades asintéticas de estos estimadores y el estimador
optimo dentro de la clase propuesta en el sentido de minimizar la varianza
asintotica.

El estimador propuesto se ha comparado con otros estimadores en un estu-
dio de simulacién, donde se ha comprobado que el estimador éptimo presenta
el mejor comportamiento con respecto a sus competidores cuando el nimero de
valores perdidos es relativamente elevado y la relacion lineal entre la variable
principal y la auxiliar es débil.

Asumiendo el método de verosimilitud empirica también se han propuesto
estimadores modelo-asistidos para la funcién de distribucién. El estimador
propuesto posee un importante niimero de propiedades deseables. Por ejemplo:

= Puede aplicarse facilmente a disenos muestrales con probabilidades de-
siguales.

= No es dependiente de un modelo de superpoblacién como le ocurre por
ejemplo a los estimadores basados en modelo o a los estimadores modelo-
calibrados.

= Se establecen las condiciones para la existencia del estimador.

= Bajo ciertas condiciones, el estimador es una verdadera funcién de dis-
tribucion. Notamos que esta propiedad no se satisface para un gran
nimero de estimadores en la literatura.

= Se satisfacen también otras propiedades importantes como la insesgadez
asintotica, normalidad asintética, disponibilidad de un estimador de la
varianza, etc.

La precision del estimador propuesto se ha comparado mediante varias
medidas con otros estimadores conocidos. Estos estudios han mostrado un
comportamiento 6éptimo por parte del estimador propuesto modelo-asistido.
También se ha visto que el estimador de Chambers y Dunstan puede llegar
a ser muy eficiente cuando el modelo en el que se basa es apropiado, aunque
como se discutié en Rao et al. (1990), Chambers et al. (1993) y Dorfman (1993),
este estimador cumple pobremente cuando se tiene una mala especificacién del
modelo. Un comentario similar puede hacerse sobre el estimador de verosimi-
litud empirica modelo-calibrado. Este estimador también sufre una importante
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pérdida de eficiencia cuando se considera un valor fijado alejado del punto
donde va a ser estimada la funcién de distribucion.

Otra propiedad importante que caracteriza al estimador propuesto es el uso
eficiente que se hace de la informacién auxiliar: por un lado porque pueden u-
sarse multiples variables auxiliares en la etapa de estimacion, y por otro porque
se usan un conjunto de valores prefijados que poseen una buena distribucion
y ayudan a mejorar la estimacion de la funcion de distribucion, especialmente
en las proximidades de algunos de estos puntos. Recordamos también que
el hecho de considerar t, y x como valores fijados hacen que los pesos p;
sean independientes de ¢ y puedan establecerse mejores propiedades para el
estimador propuesto.

En conclusion, el método de verosimilitud empirica modelo-asistido es una
aproximacion practica y simple que incorpora facilmente informacion auxiliar
en la estimacién de la funcién de distribucién. Este estimador presenta un
buen cumplimiento y puede ser una alternativa valida a otros estimadores de
la funcién de distribucion.

El estudio de la estimacion de cuantiles se ha llevado a cabo en el Capitulo
3. Los aportes a la teoria de la estimacién de cuantiles se han centrado en tres
aspectos: estimacion en muestreo con dos ocasiones sucesivas, estimacion en
muestreo bifasico y estimacién usando el ya comentado método de verosimili-
tud empirica.

El muestreo en ocasiones sucesivas es una técnica muy conocida que puede
usarse en encuestas continuas para estimar parametros poblacionales y medi-
das de diferencia o cambio de una variable de interés. Las encuestas de tipo
econémico o social llevadas a cabo por la agencias nacionales y otros orga-
nismos estadisticos usan este diseno muestral, y la estimacion de cuantiles
es un problema comun en la mayoria de estos estudios. Dentro del muestreo
en dos ocasiones sucesivas se han planteado estimadores desde dos perspecti-
vas bastantes usadas dentro del muestreo en poblaciones finitas: bajo disenos
muestrales probabilisticos con probabilidades desiguales y asumiendo multiples
variables auxiliares.

Asumiendo disenos muestrales con probabilidades desiguales en cada ocasién
se ha propuesto un estimador compuesto por un estimador de tipo razén (en
la porcién solapada por ambas muestras) y otro de tipo Hajek (en la parte
no solapada de la muestra mas reciente). El estimador propuesto es facil de
computar y se ha mostrado bastante preciso en los estudios de simulacion.

Asumiendo muestreo aleatorio simple en cada una de las dos ocasiones,
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se ha obtenido la normalidad asintética del estimador, la cual nos sirve, por
ejemplo, para construir intervalos de confianza para los cuantiles.

Por otro lado, asumiendo multiples variables auxiliares y muestreo aleato-
rio simple en cada una de las dos ocasiones, se ha propuesto una clase de es-
timadores para cuantiles basados en un estimador de tipo razéon multivariante
y construido a partir de la informacién obtenida en la parte solapada. Bajo la
clase propuesta se ha obtenido la expresiéon del estimador 6ptimo en el sentido
de minima varianza asintética. El estimador propuesto posee un buen ntimero
de propiedades deseables, tal como normalidad asintética, disponibilidad de
la varianza del estimador, simplicidad de computaciéon, etc. En los estudios
empiricos y teodricos que se han llevado a cabo, el estimador se muestra mas
preciso que otros estimadores conocidos.

La mayoria de los procedimientos de muestreo que usan informacion auxi-
liar se basan en estimadores que requieren el uso de variables conocidas a nivel
poblacional, siendo este hecho poco frecuente en la practica. Una solucién a este
problema se presenta con la aplicacién de un muestreo bifasico. Por tanto, el
problema de la estimacion de cuantiles basados en informacion auxiliar queda
resuelto con los estimadores propuestos en este sentido. Con el fin de obtener
unas estimaciones mas precisas en poblaciones heterogéneas, con una posible
distribucién en grupos homogéneos, también se han propuesto estimadores
para cuantiles en muestreo bifasico y usando un muestreo estratificado en la
muestra de la primera fase.

Asumiendo muestreo bifasico bajo cualquier método de extraccién de uni-
dades en cada una de las dos fases, se han propuesto estimadores de tipo razén
y exponencial. Se ha demostrado la insesgadez de estos estimadores y se han
proporcionado expresiones para sus varianzas. Estos resultados nos han servido
para poder obtener un estimador 6ptimo en el estimador de tipo exponencial.
Bajo distintos esquemas de muestreo y varios estudios de simulacion, se ha
comprobado que los estimadores propuestos pueden obtener estimaciones mas
precisas que el resto de estimadores existentes en la literatura.

Los estimadores propuestos en muestreo bifasico, cuando se usa un muestreo
estratificado en la primera fase, estan basados en un estimador eficiente para
la funcién de distribucion. Se han establecido varias propiedades para este
estimador de la funcion de distribucién, por lo que el estimador propuesto
para cuantiles posee mejores propiedades. Los resultados tedricos y empiricos
que se han llevado a cabo han demostrado que el estimador propuesto puede
proporcionar resultados éptimos en este esquema de muestreo.
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Por 1ultimo, se han propuesto estimadores para cuantiles desde una perspec-
tiva modelo-asistida y considerando el método de verosimilitud empirica. La
aplicacion de estos estimadores a la estimacion de algunas medidas de pobreza
también ha sido analizada. Se ha propuesto usar la técnica bootstrap para la
estimacion de la varianza los estimadores propuestos. La precision de todos
estos procedimientos nuevos ha sido confirmada en estudios de simulacién y
para el problema de la estimacion de cuantiles y medidas de pobreza usadas
por numerosos organismos de estadistica internacionales y de varios paises.

4.2. Perspectivas y futuras lineas de investi-
gacion

La reciente implementacién del método de verosimilitud empirica en la
teoria del muestreo en poblaciones finitas y la compleja definicion de un cuantil,
hace que se tengan futuras lineas de investigacion en los dos campos tratados
a lo largo de este texto.

En lo que respecta al método de verosimilitud empirica, es un procedimiento
que puede ser investigado en la mayoria de los campos de los que se compone
el muestreo. En concreto, basandonos en la metodologia propuesta para el
tratamiento de datos faltantes en la estimacién de la media poblacional, se
puede aplicar dicha metodologia al problema de la estimacion de otros parame-
tros tal como razones, varianzas y cuantiles.

El método de verosimilitud empirica requiere el uso de técnicas de resolu-
cién de ecuaciones no lineales como biseccion o Newton-Raphson. Se puede
investigar el uso de técnicas nuevas mas potentes en el método de verosimi-
litud empirica. Esto ayudara a una solucién fiable y obtenida a partir de un
menor nimero de iteraciones.

La precisién del método de verosimilitud empirica en disenos muestrales
complejos (bifasico, en ocasiones sucesivas, por conglomerados, etc), asi como
en la estimacion de parametros en subpoblaciones o areas pequenas son temas
de gran interés que pueden proporcionar soluciones aceptables a la teoria del
muestreo.

Para la estimacion de cuantiles se han propuesto estimadores en muestreo
con dos ocasiones sucesivas y extraccion de unidades con probabilidades de-
siguales. La extension del estimador propuesto al caso de més de dos ocasiones
sucesivas tiene una interesante aplicabilidad, puesto que es el caso de la ma-
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yoria de las encuestas continuas. En estos estudios también se puede tener en
cuenta el uso de una informacion auxiliar multivariante.

Los estimadores propuestos en muestreo con dos ocasiones sucesivas se han
basado en estimadores de tipo razonm, diferencia y exponenciales en la parte
solapada. El estudio de otro tipo de estimadores, tal como el de diferencia
combinado propuesto por Rao et al. (1990), puede proporcionar estimadores
aln mas precisos. Las investigaciones en este sentido serian bastante intere-
santes.

Existen un gran niumero de disenos muestrales complejos (por conglomera-
dos, polietdpicos, etc) donde la estimacién de cuantiles no ha sido investigada.
El uso de estos disenos en la practica es bastante frecuente y el estudio de esti-
madores mas precisos resulta también interesante y con una alta aplicabilidad.

El estudio de parametros lineales en subpoblaciones ha sido extensamente
estudiado en los ultimos anos. Sin embargo, este no es el caso del problema
de la estimacién de cuantiles. El uso obligado de los cuantiles en las distintas
encuestas de tipo econémico y social invita a que este campo sea investigado, y
se propongan estimadores de cuantiles eficientes. Un procedimiento para llevar
a cabo tal tarea es usar técnicas similares a las usadas en el problema de la
estimacion de medias o totales. El estudio consistira por tanto en conocer bajo
que condiciones estas técnicas pueden aplicarse a la estimacion de cuantiles
y en dicho caso, cuales de ellas sera la que nos proporcione estimaciones mas
precisas.
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Capitulo 5

Redaccion para aspirar a la
mencion europea en el titulo de
Doctor

5.1. Abstract

The present work deals two topics of survey sampling: the recent pseu-
do empirical likelihood method (Chapter 2) and the estimation of quantiles
(Chapter 3).

The notation followed in this text and other basic definitions in survey
sampling are described in Chapter 1. Another information such as the previous
bibliography is also commented.

The pseudo empirical likelihood method is described in Chapter 2 under
different settings. In Section 2.2 the most important properties and results are
summarized.

The problem of missing information is a common feature in practice when
a survey is carried out. In this case, a procedure to solve this problem is to
eliminate to the individuals that have missing data for any variable. The main
disadvantage from this technique is a large bias for the estimators. Another
customary technique is the imputation. This presents sometimes the disad-
vantage of providing invalid inferences due to that the imputed values are
considered like real values. In Section 2.3 a method is proposed for the esti-
mation in presence of missing dada. This does not need to eliminate to any
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individual and all the sample information is used in the estimation stage. This
procedure uses the pseudo empirical likelihood method. The asymptotic prop-
erties are established and empirical results obtained via simulation studies are
also shown. These results give a gain in precision for the proposed estimator
compared with other known estimators in presence of missing data.

The problem of estimating the distribution function is a important topic
due to that this function allows us to analyze the most important characteris-
tics of the population. Using this function, the problem of estimating quantiles
and other parameters is also solved. Assuming the pseudo empirical likelihood
method, in Section 2.4 a model-assisted estimator based on an effective use of
auxiliary information is proposed for the distribution function. This estimator
is not dependent model. Under certain conditions, the proposed estimators
are themselves distribution functions. Empirical results confirm the good be-
haviour for the proposed estimator.

The problem of estimating quantiles under different settings is analyzed in
Chapter 3. Thus, the estimation of quantiles under sampling on two occasions
is investigated in Section 3.3. On the one hand, the use of an arbitrary sampling
design is studied and on the other hand we also obtain more efficient estimators
assuming multivariate auxiliary information. Both theoretical and empirical
justifications have demonstrated that the proposed estimators can be more
accuracy than other known estimators.

In Section 3.2 we deal the estimation of quantiles under two-phase sampling
when the samples are selected under arbitrary sampling designs. Direct, ratio
and exponential type estimators are proposed and important properties such
as unbiasedness or variance estimation are also established. In particular, we
also investigated the estimation of quantiles under two-phase sampling for
stratification. We have observed that this sampling design provides important
gain in efficiency due to the properties of stratified sampling. The proposed
estimators are more accuracy than other known estimators in terms of relative
bias and relative efficiency.

Finally, assuming the pseudo empirical likelihood method, model-assisted
estimators for quantiles have been proposed. The application of these estima-
tors to the estimation of several poverty measures have been also discussed.
The bootstrap method for variance estimation has been considered and empir-
ical studies have shown that the proposed estimators have a better precision
than other estimators.

A brief overview and some conclusions are summarized in Chapter 4. We
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also point out some future researches related to the topics discussed in this
text.

The text finishes with a set of appendices. Appendix A describes the most
important properties related to the populations used in the text. The notation
and definition of the several sampling designs used are described in Appendix
B. Finally, note that all the empirical studies have been carried out using the
software R. The R codes are available in Appendix C.

5.2. Pseudo empirical likelihood method in the
presence of missing data

In this section an estimator for the population mean when some obser-
vations on the study and auxiliary variables are missing from the sample is
proposed. The proposed estimator is valid for any unequal probability sam-
pling design, and is based upon the pseudo empirical likelihood method. The
proposed estimator is compared with other estimators in a simulation study.

5.2.1. Introduction

It is common practice to use auxiliary population information at the es-
timation stage. This technique has many advantages. For example, suitable
auxiliary information can produce a considerable reduction in bias and sam-
pling error.

When one or more auxiliary variables correlated with the study variable
are available, calibration (Huang and Fuller, 1978; Deville and Sarndal, 1992)
and pseudo empirical likelihood (Chen and Qin, 1993; Chen and Sitter, 1999;
Wu and Sitter, 2001a; Wu, 2002) are two methods that can be used to estimate
population total, population mean, distribution functions and quantiles. Both
methods use auxiliary information on one or several auxiliary variables.

These techniques usually provide estimators that are more efficient than
traditional estimators, such as the Horvitz and Thompson (1952) estimator and
the Héjek ratio estimator (Rao, 1966; Basu, 1971; Sérndal et al., 1992). How-
ever, pseudo empirical likelihood assumes complete response with no missing
values, that is, it is assumed that no sampled units fails to provide information
on the study and auxiliary variables.
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Missingness is a common feature in survey data. Item nonresponse occurs
when a sampled unit fails to provide information on some variables of interest
(study and auxiliary variables). This may occur for various reasons. Sampled
individuals may refuse to participate in the study, maybe not contactable by
interviewers. Accidental loss of information may also occur. Dealing with miss-
ing data in survey research is no simple matter. A variety of methods can be
used to adjust for missing values, such as imputation and weighting.

Unit nonresponse occurs when sampled unit fail to provide information on
the study variable and on auxiliary variables. In this paper, we assume that
unit nonresponse is uniform and part of the sampling design.

With item nonresponse, the simplest solution is eliminate the nonrespond-
ing units and apply the pseudo empirical likelihood method to the subset of
responding units. However, this method, which Rubin (1987) called complete
case analysis, can produce bias in the estimations and lead to greater sampling
variance (see Rubin, 1987 or Little and Rubin, 1987).

Imputation is another technique that could be used for item non-response
(Little and Rubin, 1987; Rao and Toutenburg, 1995; Sarndal, 1992). Impu-
tation consists in substituting missing values by suitable values. Treating the
imputed values as if they are true values, and use naively the pseudo empirical
likelihood method may lead to invalid inference. For example, the variance can
be seriously underestimated when the proportion of missing values is not small
(Rao and Shao, 1992; Sarndal, 1990, 1992).

Another option is to try to improve the precision of point estimation by
including the observed values of the auxiliary variable x for the units where the
values of the study variable y is missing. Indeed, we could observe a missing
value for y, although the a value for x is observed.

Ratio, difference and product estimators assume complete response. These
estimators have only been developed for a limited class of sampling designs. For
example, Tracy and Osahan (1994), Toutenburg and Srivastava (1998, 1999,
2000) developed ratio estimators for missing values under Simple Random
Sampling Without Replacement (SRSWOR) sampling.

We propose modify pseudo empirical likelihood estimator which can be
implemented with any unequal probability sampling design. The proposed es-
timator uses all the sample information collected for the study (y) and the
auxiliary (x) variable, as the proposed estimators is function of the values of x
for the units with y missing, and function of the values of y for the units with
Z missing.
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5.2.2. The proposed class of estimators

In this section, after introducing some notation, we introduce several es-
timators that can be used to adjust for missingness. We also introduce the
pseudo empirical likelihood method proposed by Chen and Sitter (1999) and
the proposed estimator in the presence of missing data.

Consider a population U = {1,2,..., N} of N units from which a random
sample s of fixed size n is selected according to a specified sampling design with
first order inclusion probabilities ;. Let y; and z; be respectively the values
of a study variable y and an auxiliary variable, for unit . The parameter of
interest is the population mean ¥ = Zf\;l y;/N. It is only possible to know
the values of y; and x; for i € s. However, some of these values will be missing.
Suppose that the population mean X = Zfil x;/N is known without sampling
error from other source or a census.

We consider a situation in which there are some observations missing on
one of the characteristics at a time. Thus the missingness occurs for both the
characteristics separately but not simultaneously. Suppose that p (p > 0) units
respond to x but not to y; that is, suppose that we have p missing values for
the study variable y. We also have incomplete auxiliary information, that is,
q (¢ > 0) units respond to y but not to x. Note that p and ¢ are integer. In
addition, we have a set of n — p — ¢ units (p + ¢ < n) that respond to both y
and z variables. Thus, the sample data have the following structure:

Yi ... Yn—p—q | Missing ... Missing | Yp—gr1 ... Un
Ti ... Tp_p_gq | Tn-p-g+1l ---  Tp—q | Missing ... Missing

Consider three disjoint sets of sampled units.

sa = {i € s|z;,y; are non-missing},
sg = {i € s|x; are non-missing, y; is missing},
sc¢ = {i € s|y; are non-missing, x; is missing}.

Assuming SRSWOR, Toutenburg and Srivastava (2000) proposed four es-
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timators for the population mean Y

b - [ -

Uro = ¥° { (n = 97 } (5.2)
; ((n<i p f;)i I+ prx )(n—p—qy" +q¥ )}

Yrs — , (5.3)

f {(npqw (quQ)( n—>q_A

Yr1a [(n—p—q)§A+pEB} {n—px ] , (5.4)

where 7' and T are the sample means based on s;, with i = A, B, C.

The estimators 7, and Y, are function of the data from s4 and sp, and
do not depend on the data from sc. However, 7,5 and 3, are function of the
data from sa, sp and sc. Toutenburg and Srivastava (2000) show that none
of the estimators defined above is uniformly superior to other. An appropriate
choice of estimator requires the knowledge of population parameters.

Rueda and Gonzélez (2004) propose several estimators that can be used
under any sampling design in the presence of missing values. These estima-
tors are based upon ratio, difference and regression methods. For example, the
following estimator is asymptotically unbiased, under SRSWOR is asymptot-
ically normal and is better, in the sense of mean squared error, than the other
proposed estimators

_ ~ N Covies, (x,y ~
yReg - aregygT—i—(l_areg)ygT—'—/\e—A() |: (ﬁreg*/EHT + (1 - BT€Q>$§T>]
Vares,(x)
(5.5)

where ¥y, and Ty, are the Horvitz-Thompson (1952) estimators based on s;
(1 = A, B,C), @iem(x,y) and @iesA(x) represent the estimators of the
population covariance and variance based on s4 and the optimum values &4
and Ereg can be seen in Rueda and Gonzalez (2004).

In the following, the pseudo empirical likelihood method is described. The
pseudo empirical maximum likelihood estimator is given by Jpp = > .., Divi-
For non—stratified sampling designs, Chen and Sitter (1999) recommended
to find the p; that maximize the so—called pseudo empirical (log) likelihood
function I(p) = )., dilogp;, subject to

dpi=1 (0<p<1), (5.6)

1€S
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> piui =0, (5.7)

€S
where d; = 1/m; and u; are known quantities verifying N1 sz\il u; = 0. Ap-
propriate u; are necessary to obtain efficient estimators. Wu and Sitter (2001a),
Chen and Wu (2002) and Wu (2002) proposed several expression for u;, based
on superpopulation models. In this paper, we used the most commonly used
u; given by u; = x; — X, which can be justified by a linear model between y
and z. The Lagrange multiplier method can be applied to show that

~

Di

= T for i € s, (5.8)

where df = d;/ > and the Lagrange multiplier, A, is the solution of

P (5.9)

i€s

jEs dj?

Note that expresion (5.8) is valid for any u;. Chen and Sitter (1999) showed
that if u; = x; — X is used as the calibration variable, the pseudo empirical
maximum likelihood estimator is asymptotically equivalent to a regression es-
timator under mild conditions. If u; is obtained using superpopulation models,
an analogous result can be found for the model—calibration estimator defined
in Wu and Sitter (2001a).

Another advantage to the pseudo empirical maximum likelihood is that
the resulting weights are always positive, which may not be true for other
methods, such as calibration. The intrinsic positive weights associated with
this approach make the technique generally applicable to the estimation of
distribution functions and quantiles (Chen and Wu, 2002).

Consider the following Héjek ratio estimators. Properties of this estimator
are described in Rao (1966), Basu (1971) and Sérndal et al. (1992).

B = = Y wo Gao)

i€sa i€sc i€salsc
zh = Z Az, ;2P = Z dP*x; ; zlP = Z dP a; (5.11)

1€ES A 1ESB i€EsaUsp

with
dA d? di’
dA — i qBr — i A = ——L (5.12)
) A ? (3 B ’ ) C
Zj651 dj ZJ'ESB dj ZJGSC dj
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AB AC

ABx __ AC* __
d; - Z dAB ’ di - Z dAC’
JjEsaUsp 7] JEsaUsc 7

dt = 1/mf, dP =1/78, d° = 1/7C, d2B =1/7B, ad¢ = 1/7¢,  (5.14)

(5.13)

A B C AB

The quantities 7", w7, w7, m/'” and 7/'“ are respectively the first order

inclusion probabilities of the samples s, sg, s¢, s4 U sp and s4 U s¢.

AC

Note that when w; = 0, we have p; = d} and the pseudo empirical maxi-
mum likelihood estimator is the Hajek ratio estimator give by .. d;y;. This
estimator does not use the auxiliary variable x.

Consider the pseudo empirical maximum likelihood estimator of Y given

by

1€ESA

where p! maximizes I(p?) = Y, , d*logp;* subject to (5.6) and (5.7) after
substituting p; by p* into (5.6) and (5.7). Considering the Lagrange multiplier
method, P is given by (5.8) and (5.9) after substituting d; by d into (5.8)
and (5.9). Note that all these new expressions are defined for i € s4.

The estimator 75, does not use the information provided by the samples
sp and s¢. We now define a pseudo empirical maximum likelihood estimator
that takes the information of s4 and sp into account. Because the interest
variable contains n — p — ¢ values, the new vector of weights p:*? must be
defined with dimension n — p — ¢. Thus, the new estimator is given by

yPE = ZP Yis

1€E5A

where the p/® (i € s,) are obtained as p?' (which has dimension n — p — q),
although we now use the Lagrange multiplier A? based on the samples s,
and sp into (5.8). The quantity A is obtained from (5.9) after substituting
d; by d8 into (5.9).

We can use other methods (such as imputation) to obtain a pseudo em-
pirical maximum likelihood estimator that uses the information given by the
samples s4 and sg. For simplicity, imputation is not considered in this paper.

Although 742 seems better than 7%, as it uses information from the
samples s4, and sg. However, yﬁg is not recommended, as the constraints
Dics PP =1and Y., P*Pu; = 0 are not fulfilled. The advantageous prop-
erties of this pseudo empirical likelihood method do not hold. In Section 5.2.5,
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7B and Y4y are compared with the proposed estimator defined in Section
5.2.4.

Unfortunately, the proposed estimator 74, does not use the information
on the study variable y provided by the sample s¢. In order to solve this
problem, we propose a class of estimators, which use of all the information on
the variable y included in s4 and sc. An estimator of this class is defined by

Uppa = pp + (1 — )JS, (5.15)

where « is a suitable constant, which is such that 0 < a < 1. In Section 5.2.4,
we propose suitable values for a. The estimator %< is defined in (5.10)

An estimator of this class uses all the information available from s4 and
s¢. The values of x from the sample sp are not used for estimation, as y is
missing for ¢ € sg. This would also worsen the estimation. In Section 5.2.5, a
simulation study shows that the estimators of the proposed class are as efficient
as other estimators that uses information from each sy, sg and s¢ sample.

5.2.3. Asymptotic properties

We now show that ypp, defined by (5.15), is asymptotically unbiased. We
also derive the asymptotic variance of §pp,-

The following assumptions are made.

(A1) u™™ = méx;eq, |us| = 0p(n'/?).

A,
ZiesA di u;

A2) =/—————
( ) ZiGSA d?u?

= Op(nl/Q).

These assumptions are given by Chen and Sitter (1999) who show that
many commonly used sampling designs satisfy the above assumptions. Given
the above assumptions, the following results are obtained.

Result 1. Under assumptions (A1) and (A2), we have

Upba = MWorpe + (1 — @)ys + Op(n_l/Q)a (5.16)

where B
Yorpe =V + (X —T)b, (5.17)
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with
Z ;" vy — YT
b= 4 (5.18)
> dM (s —T) ' '

1ES A

Proof of Result 1: Chen and Sitter (1999) showed that 74 is asymptot-
ically equivalent to §4zpq- The results easily follows. 0

Result 2. Under assumptions (A1) and (A2), we have

_A L —A2
YerEG = YGREG>

where B
Uehea = Vo + (X —T5)B, (5.19)
with Cov(.y)
ov(x,y
B=—127 2
Var(x) (5:20)

Proof of Result 2: To establish this result, we assume the finite popula-
tion embeds in a sequence of populations where n and N increase such that
n/N — f when n — oo and where f is a constant.

We now use a result due to Randles (1982) who shows that if a statistic
T,(\) and A are function of the data and A is an estimator of A, then T, (\)
and 7,,(\) have the same limiting distribution provided

)|,

where p(y) = lim, 4o Ex[T5,(7)] and the expectation is taken when the true
parameter is .

Let T, (7) = 42 + (X — z7})7. Note that T,,(b) = yAppe defined by (5.17).
Consider p(7y) = lim,_,o £,[T,(7)]. Note that when v = B defined by (5.20),

we have u(B) =Y where Y = lim,, ., Y. Since u(7y) verifies

oM _,
0y ly=B ’
this implies that ng =~ QAQ . This completes the proof. O
GREG GREG
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Using results 1 and 2, we have
JrEa = 0fghpe + (1 — )y, (5.21)
which implies that 4pg, is asymptotically design unbiased.

Result 3. Under assumptions (A1) and (A2), the asymptotic variance of
YrPEa 1S given by

AV (Grpa) = 0? |V(52) + B2V (318) = 2BCou(yt 2)|+

+(1 = )?V(7S) + 2a(1 — ) [Cov(gjﬁ,gg) — BCov(z2,59)|.
(5.22)

Proof of Result 3: The approximation (5.21) implies that the asymptotic
variance of ypg, is given by

V (aheat(1-)F ) = a?V (Fhpe)+(1-0)*V (55)+20(1—a) Cov(§hea: 35):

(5.23)
Using (5.19), the variance of y5%, is
V(5dhee) = V(5 + (X —22)B)
= V(gj} — :EﬁB)
= V(y,) + B*V(z) — 2BCouv(i, T})). (5.24)
The value Cov(§a4pa, 15 is
Cov(§Ghng: Tu) = Cov(ly, Uy) — BCou(zy, 71,)- (5.25)

Thus, from (5.23), (5.24) and (5.25), the asymptotic variance of ypg, is given
by (5.22). Result 3 follows. O

5.2.4. The optimal estimators of the proposed class

The optimal estimator of the proposed class is the estimator defined by
(5.15) with a value a that minimizes the asymptotic variance given by (5.22).

The asymptotic variance (5.22) can be re-written as
AV (Ypga) = &2 M* + (1 — o)’ N* + 2a(1 — o) L%,
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where

M* = V(gh + B>V (z2) — 2BCou(52,z2), (5.26)
N* = V(iS), (5.27)
L* = Cou(g},55) — BCov(z2,5S). (5.28)

The value a,); that minimizes the asymptotic variance is the solution of the
equation

OAV (YpEa
OAVWrEa) | _ a0 M = 2(1 — o) N* + 2(1 — 200)L* = 0,
oo = Y : ’
which implies
N*—L*
= . 5.29
Qo = A+ N 2L 29

By substituting a,,; into (5.22), we obtain the smallest asymptotic variance
given by

AV (GpEag) = e M* + (1 = ctops ) N* 4 20005 (1 — ctgpe) L7 (5.30)

The optimum value «,, depends on unknown population parameters which
can be estimated from sample data.

Under SRSWOR and stratified sampling, we have ) ... d; = N, that is,
the Horvitz-Thompson estimator and the Hajek ratio estimator are equal, and
so the estimators of variances and covariances in (26), (27) and (28) can be
casily obtained. An analytic expression for (5.26), (5.27) and (5.28) under
SRSWOR can be found in Rueda and Gonzalez (2004).

With these estimates, we obtain an approximation cy: of agy. The pro-
posed estimator is therefore

§PEa0pt = &optgéE + (1 - dopt)fgg' (531)

It is also possible to establish the asymptotic unbiasedness of yp Eatopt -

5.2.5. An empirical study

In this section, the proposed estimators are compared with other alternative
estimators with a simulation based on simulated and real populations.

The Fam1500 population consists on N = 1500 Households in Andalucia
(Spain) where the study variable is the feeding expenses (y). We have two
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auxiliary variables: the incomes (1) and other expenses (x2). This population
was first used by Ferndndez et al. (1994). The correlation coefficients are given
by pyz = 0,848 and py ., = 0,546.

The second population is a national sample of hospitals in the U.S. (Royall
and Cumberland, 1981 and Valliant et al., 2000). The population size is N =
393, the study variable is the number of patients discharged (y), whereas the
auxiliary variable is the number of beds (x). The correlation coefficient is given
by py. = 0,911.

We also generate four finite populations consisting of N = 2000 units using
the model
y="0o+bx+e, (5.32)

where x ~ Gamma(1,1), € ~ N(0,0%) and 6y = ¢; = 1. This model has also
been used by Wu and Sitter (2001a). These four populations are obtained by
choosing different values of o2 and different values for the correlation coeffi-
cients between y and x (0.6, 0.7, 0.8, and 0.9). These populations are called
Pop06, Pop07, Pop08 and Pop09, respectively.

Let us compare the behaviour of 74, and Up Fau,, With the following esti-
mators: (i) the standard estimator y7.¢, which is the Héjek type estimator for
the mean based on the samples s4 and s¢; (ii) gy, Yo, Urs and Ypy, the es-
timators proposed by Toutenburg and Srivastava (2000); (iii) 742, the pseudo
empirical maximum likelihood estimator based on the samples s4 and sg and
(V) Yge,» the estimator proposed by Rueda and Gonzalez (2004) based on the
samples s4, s and s¢.

For each of the six populations, we generated B = 1000 independent sam-
ples under SRSWOR with a sample size n. For some values of ¢ and p, we
generated randomly missing values for  and y. The performance of the estima-
tors is measured in terms of the Relative Bias (RB) and the Relative Efficiency
(RE) defined by

B = Eva =
1 ‘yj(b) — Y| . MSE(?J;’)
e e

where ﬁj(b) is the value of an estimate for the bth sample selected, the empir-
ical Mean Square Error is given by MSE(y;) = B~' 37 (7;(b) — Y)?. The

index j = ]-7 s 78 refers to the y]éE7 yéﬁ? yPanptu gRegu ngu gTQ: yTi% and yT4
estimators.

The simulation was programmed in R and the source codes are available
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from the authors upon request.

We have observed that the y;5 is always better than ypy, Yo and ypy.
For clarity in Figures 5.1,...,5.6, the lines corresponding to ¥, Yy and Ypy
estimators are not included. The comparisons between these estimators are
also available from the authors.

~ Figures 5.1, 5.2 and 5.3 represent the RE (vertical axis) for 755, Upz,
UPBaoy:: Ykeg a0 Yy estimators under SRSWOR and different values of p and
q. Horizontal dotted lines represent the RE for ¢, the standard estimator.

From Figures 5.1, 5.2 and 5.3, we observe that all the estimators (except
Urs) are better than the standard estimator if y and x have a stronger cor-
relation and if p and ¢ are small. If p and ¢ are large, all the estimators are
worst than 74¢. The estimator jp Fao,y, Das the smallest RE. The Toutenburg
estimator has the largest RE. This might be due to the fact that this latter
estimator does not use X as auxiliary information.

The estimators 74, and §Panpt have the same precision under a strong
relationship between y and = and when the number of missing values is small.
The gain in efficiency from Ypp,, , with regard to Uy is larger in the contrary

case. The estimator 742 never outperforms 74 or Jp Eagy,- Lhe reason for this
is that its weights are not well defined.

In the Hospitals and Fam1500 (when we use z;) populations, 74, Up Bt
and Y., have the same precision. In the simulated and Fam1500 (when we

use Ty) populations, Jp,., never outperforms jPanpt- Although g, uses in-

formation from s4, sp and s¢, Jp Fagy 18 considerably more efficient when the
relationship between y and x is weak and when p and ¢ are large.

The estimator 7€ is more efficient than 7, Eao,, O0ly when the relationship
is weak and the total number of missing data, p+gq, is large. When the number
of missing z-values, p, is large, the gain in precision of the proposed estimator
with respect to 7/ is smaller. Similarly, when p is fixed, the gain in precision
decreases as the number of missing ¢ grows. This result can be explained by
the fact that if p/q is small, more information is provided by the sample s¢
and less information is provided by sg, and the proposed estimator only used
the information given by s¢ like 4¢.

Figures 5.4, 5.5 and 5.6 give the BB for the estimators. We observe that
the RB are all within a reasonable range, with the 74, and 7, Fagy, €Stimators
having the smallest RB.
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Figura 5.1: Relative Efficiency for ya, (Pemle 1), 542 (Pemle 12), EPE%M
(Optimum alpha), ¥z, (Regression) and yp3 (Toutenburg 3) estimators. The
Pop06, Pop07, Pop08 and Pop09 populations and SRSWOR with n = 200
are considered.
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Figura 5.2: Relative Efficiency for ya, (Pemle 1), 742 (Pemle 12), Aﬁpanpt
(Optimum alpha), ¥g,, (Regression) and yp; (Toutenburg 3) estimators. The
Fam1500 population and SRSW OR with n = 150 are considered.
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Figura 5.3: Relative Efficiency for ya, (Pemle 1), 742 (Pemle 12), ipanpt
(Optimum alpha), Jg,, (Regression) and yp3 (Toutenburg 3) estimators. The
Hospitals population and SRSWOR with n = 100 are considered.
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Figura 5.4: Relative Bias for a5 (Pemle 1), Yﬁg (Pemle 12), 'yVPE%m (Opti-

mum alpha), §5¢ (Standard), ¥z, (Regression) and 75 (Toutenburg 3) es-
timators. The Pop06, Pop07, Pop08 and Pop09 populations and SRSWOR
with n = 200 are considered.
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Figura 5.5: Relative Bias for ya (Pemle 1), 742 (Pemle 12), ﬁpanpt (Optimum
alpha), 72¢ (Standard), Jg,, (Regression) and 4 (Toutenburg 3) estimators.
The Fam1500 population and SRSWOR with n = 150 are considered.
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Figura 5.6: Relative Bias for ya (Pemle 1), 742 (Pemle 12), ﬁpE%pt (Optimum
alpha), 74¢ (Standard), Jg,, (Regression) and 4 (Toutenburg 3) estimators.
The Hospitals population and SRSWOR with n = 100 are considered.
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5.3. Quantile estimation under two phase sam-
pling

The estimation of quantiles in two-phase sampling with arbitrary sampling
design in each of the two phases is investigated. Several ratio and exponenti-
ation type estimators that provide the optimum estimate of a quantile based
on an optimum exponent « are proposed. Properties of these estimators are
studied under large sample size approximation and the use of double sampling
for stratification to estimate quantiles can also be seen. The real performance
of these estimators will be evaluated for the three quartiles on the basis of
data from two real populations using different sampling designs. The simula-
tion study shows that proposed estimators can be very satisfactory in terms
of relative bias and efficiency.

5.3.1. Introduction

The problem of estimating a population mean in the presence of an aux-
iliary variable has been widely discussed in the finite population sampling
literature. However, for the problem of estimating a population median, the
situation is quite different and only recently has this problem been discussed.
Rao et al. (1990) proposed ratio and difference estimators for the median us-
ing a design-based approach. Kuk and Mak (1989) proposed two estimators for
which it was only necessary to know the values of the median of the auxiliary
variable for the whole population. More recently, Rueda et al. (1998) and Rue-
da and Arcos (2001) proposed confidence intervals for quantiles based on ratio
and difference estimators of the distribution function. In Rueda et al. (2003,
2004) the population information is used through a quantile of the auxiliary
variable with the same or different order as that of the quantile of the main
variable considered for estimation using difference type estimators.

The above estimators are based on prior knowledge of the median @),(0,5)
of the auxiliary characteristic. In many cases @,(0,5) may not be known, and
it may be seen that taking the sample selection in two phases is an attractive
solution.

Two-phase sampling is a good compromise for surveys in which no prior
knowledge is available about the population. A key to successful two-phase
sampling is the creation of a highly informative frame for the part of the
population from which the subsample is drawn. The estimation of the median

204



in two-phase sampling is developed by Singh et al. (2001), Singh (2003) and
Allen et al. (2002). Swamy et al. (2005) have shown that auxiliary information,
without knowing its true functional form, can also be used to reduce the bias
while estimating the relation among the federal funds and the Federal Reserve’s
expectations about future values of certain policy variables is considered.

These papers have been developed using simple random sampling. Sam-
pling surveys for economic variables (as income) that possess highly skewed
distributions are almost always complex in structure, and methods such as
stratification and probability proportional to size are common place.

In this section we propose various estimators of a f-quantile in two-phase
sampling with arbitrary sampling designs in each of the two phases.

5.3.2. Quantile direct estimation

This study has been carried out under the fixed population approach. Let U
be a finite population with N different elements where ¥, ..., yxn are the values
of the variable of interest y, and F,(t) = N~ SN §(t — ), (—o0 < t < o0),
is the population distribution function, where §(a) takes the value 1 if a > 0
and the value 0 otherwise. Let = be an auxiliary variable and z; (i =1,...,N)
be the value of its ith population unit.

The first-phase sample s of size n’ is drawn according to a sampling design
dy, such that pg;(s’) is the probability that s’ is chosen and where the corre-
sponding first and second order probabilities are 7r;- and 7T;j for : and 5 € U.
For the elements in s', information of the auxiliary variable can be recorded.
Given ¢, the second-phase sample s of size n is drawn according to the design
dy such that p(s/s’) is the conditional probability of choosing s. The inclusion
probabilities under this design are denoted by m;/y and /.

A particular case is presented when the variable x is used to stratify s’ into
L strata denoted by s, (h = 1, ..., L), with n, elements in the hth stratum. In
this way, a sample s, of size n; can be drawn from slh according to a design
pr(/s") independently from each stratum. The final sample is s = Ule Sh.
This particular design is called Two-phase sampling for stratification.

Without using auxiliary information, the natural candidate to estimate
the f-quantile Q,(0) is Qy(8) = inf{t | Fur,(t) > G} = F}}%y(ﬁ), where
Fyry(t) = N7 Y ics 0(t — y;)/m; is the Horvitz and Thompson (1952) type
estimator of F,(t) and the inclusion probability of the ith element is given by
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T = ngi pd1<3/)7ri/s’-

Consequently, to determine 7; we must know the probabilities ;. for every
s', which we ordinarily do not, because 7,y may depend on the outcome of
phase one (for example if the second-phase sample is drawn by a sampling
proportional to an auxiliary variable).

Because the Horvitz-Thompson estimator of a mean cannot always be used
in practice, in two phase sampling, Sérndal et al. (1992) proposed the use of
m* estimators . Using this idea, we introduce the quantities

r_ / r_ / * ! * !
7TZ-—E par(s'), ;= E par(s'), w =m-mye and T =TT,

s'5i EEIN
to define the m*-estimator of the distribution function as

Finy 1) = 30 20

*
Tr .
i€s ?

and thus, we suggest the following direct estimator of the f—quantile:

~

Q5(8) = E;7L(9). (5.33)

Note that @Z (8) does not generally agree with the estimator @y(ﬁ) except
in rare cases, but it makes direct calculation possible for all sample designs d;
and ds used in each phase.

We now study the properties of the @;(ﬂ) estimator. For this, a linear

approximation is needed because QZ(ﬁ) is not a continuous function.

The estimator @Z(ﬁ) can be expressed asymptotically as a linear function
of the estimated distribution function evaluated at the quantile Q,(3) by the
Bahadur representation (see Chambers and Dunstan, 1986):

. 1 .
Q:(B) — Qy(B) = ———=< (B — Fip, (Qy(B))) + O(n~13), 5.34
y(B) = Qy(B) fy(Qy(ﬁ))< 1y (@y(8))) + O(n™"7) (5.34)
where f,(-) denotes the derivative of the limiting value of F,(-) as N — oc.
This linear approximation previously used by Kuk and Mak (1989) and Chen
and Wu (2002) helps to study the asymptotic properties of the estimator.

-~

On the one hand, the estimator @; (/) is asymptotically unbiased because
F\;}Ty(t) is an unbiased estimator of F'(¢). In this way, E(ﬁ—ﬁfny(@y(ﬁ))) =0,
and by using (5.34) it can be seen that E(@Z(ﬁ)) = Q,(B) +O(n~12).

206



On the other hand, from (5.34) we obtain the asymptotic variance of @Z( B),
to the first degree of approximation, as:

R L S@y(0) — ) 5(@y(B) ~ )
)= N EQ,0) <Z< R 5

Q)

V(

B | ) (miyge = migems) 5(%(7@ — Y1) 6(%(52 - yj)] ) |
i,jESs’ i ’

and one can construct an unbiased estimator of the variance as:

- 11 iy — m 8(Q(B) — vi) 8(Q5(8) — y5)
b ,

V(Q5) = 3 a0,y T

v !
1,JES ij i J

3
3

*
7Tij/s’ UY 7Tj

n Z Tij)s' — Ti/s'Tj/s! 5(@2(@ — ¥i) 5(62(5) - Z/J)) ‘

1,JES

An approximate value of f,(Q,(3)) can be obtained by applying standard
methods such as the kernel or the kth nearest neighbour methods (Silverman,
1986). The variance estimator is stated in an explicit form (it does not de-
pend on the expected value over the first phase design), thus making direct
calculation possible.

5.3.3. Estimation using auxiliary information

In the previous section an estimator is defined without using auxiliary in-
formation. We now define a class of estimators that takes the auxiliary variable
into account.

Assuming simple random and without replacement (SRSWOR) sampling
and the median of the variable x is known, Kuk and Mak (1989) proposed a
ratio estimator for the population median as:

AT‘ A Q$(075)
0,5) = Q,(0,5)=% .
@,(0,5) = Qy( >Qz(0,5)

Furthermore, Kuk and Mak (1989) proposed other estimators of quantiles un-
der SRSWOR design called position and stratification estimators, but the
extension of them to more complex sampling designs is very difficult.
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Rueda et al. (2003, 2004) proposed, for any sampling design d and for any
G, difference and exponentiation methods to estimate a (-quantile. Singh et
al. (2001) suggested ratio, regression, position and stratification estimators of
the median when the sample is drawn in two phases, using SRSWOR in both
phases. Under this sampling design, Allen et al. (2002) proposed two classes
of estimators for the population median using information on two auxiliary
variables x and z in double sampling when the population median of z is
known.

Proposed estimators

Here, we present a class of estimators of finite population quantiles when
the sample is drawn using a general two-phase sampling, described earlier, as:

QM(B) = H(Q5(B), ), (5.35)

with t* = Q*(8)/Q.(3), and Q.(3) being the estimator of Q,(3) from the
first stage of sampling, i.e. Q(3) = inf{t | Fi .t (t) > B}, where Fj, (1) =
N3 0(t — x;)/m). The function H satisfies the following conditions:

1. It assumes values in a closed convex subset C C Ry which contains the

point (Qy(3),1);
2. H is a continuous function in C such that H(Q,(8),1) = Q,(5), and
3. The first and second order partial derivatives of H exist and are also
continuous in C, with
_ O0H(g,t")

_ 1
G | (gm)=(Qu(8).1)

Hio(Qy(B),1)

A particular case within the general class of estimators H is the ratio type
estimator:

Q- (8) = Q,(5)
which corresponds to the choice H(q,t*) = q/t*.

Another estimator of the f—quantile, called the exponentiation estimator,

can be derived from:
N N A AN
de(ﬁ) Qy(ﬁ) <@§(ﬁ)> ’




with « as a fixed constant, which corresponds to the choice of H(q,t*) =

q/(t").
Note 1. If @ = 0 then @;e(ﬁ) = Q\*(ﬁ), ie. @Ze(ﬁ) coincides with the 7*-

Yy
estimator, if a = 1 then Q;.(8) = Q;,.(3), and if a = —1 then Q;.(3) =

yr

@Zp(ﬁ). This we can define as a product estimator.

Note 2. It SRSWOR sampling is used in each phase and 5=0.5, the pro—
posed estlmators Q ~(B) and Q .(B) lead, respectively, to the estimators M “)

and My proposed by Singh et al. (2001).

Properties of the class of estimators

Any estimator in H is asymptotically unbiased for @, (/). This result can
be obtained from the following expressions:

A _ _ # T 77,_1/2
A N _ # T n—1/2
~ _ il n/—1/2

and by using the first order Taylor’s series expansion for H about the point

(Qy(B),1):

QHE) = H(@Qu(8),1) + (Q500) = (D)) Hu(@B) D+ (5509
+(t* = 1) Ho (@Qy(B), 1) + O(n™"),

where H1g and Hy; denote the first order partial derivatives of H with respect
to ¢ and t*, respectively.

When F ry(t) and Ffp.(t) are unbiased estimators of F,(t) and F,(t),
respectively, any estimator in H is asymptotically unbiased for @, (3).

Asymptotic expression of variances

Consider the Taylor’s series expansion (5.36) and consequently the expres-
sion
QL) - Q) = (%5 - @) + (ggg; - 1) Hyu(Q,(8). 1) + O™,
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Then, we have

QHB) = Qo) = QylB)eo + T,  Hon(Qy(5),1)

>~ Qy(B)eo + (61 — e2)(1 — e2) Hor (Qy(5), 1)
= Qy(B)eo + (€1 — e2) Ho1 (Qy(B), 1) — ea(er — e2) Hor (Qy(5), 1),

I 1) NN oA (0)
Q1) T Qup) © QD)

obtain, to the first order of approximation, the variance:

VIQIB) = Qu(B)*V (eo) + Hor(Qy(8), 1)V (€1 — e2)+
+2Hn (Qy(8),1)Q,(5)Cou(ey, e1 — e2).

where: eg =

— 1, and we

On the other hand, in two phase sampling:

V(QI(B)) = EaV(QIB)/s) + VaE(QI(B)/s)

reflects the variation due to each of the two phases of sampling. Using the
known properties of the Horvitz-Thompson estimator and its variance and by

. / /
denoting A;; = 7,

VaB@())s) = =L (Z o, S99 =) 5(@0) - yj>>

/ ’ s/ . . .
— ﬂ-iﬂ-j and A’L] = Tij)s! — Ti)s!Tj/s"s we obtain:

N2 72(Q,(9) \ &, . ™
and
H§,(Qy(8),1) 1 0(Qx(B) — i) 6(Qx(P) — ;)
G MR TP m
Ho(Q(3).1) 1 Qy(3) — 1) 8(Qu(B) — ;)
i Qx(ﬁ) N2 fy(Qy(ﬁ))fx Qx Z]ze:s A L ’/T; .

The last variance is not stated explicitly, but as an expected value over the
first phase design. This causes no problem for the variance estimation,

S ~ 1) 8(Qu(8) — 1)

/
.
1,7€U J
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which can be estimated by

i,j€s W T 7T3
and
Ey (z 300 0,0 zm)
i,jEs’ ¢ J
by R R
A5 6(Q(8) — ui) 0(Q5(8) — )
Sy G

and f,(Q.(8)) and f,(Q,(5)) by following Silverman (1986).

The asymptotic variances of ratio, product and exponentiation estimators
corresponding to H(q,t*) = q/t*, H(q,t*) = qt* and H(q,t*) = q/(t*)*, re-
spectively, can be derived.

Optimal estimators

In this section we derive the expression of the optimal estimator in the
class @Q; (). Again the optimality is defined in the sense of minimizing the
(asymptotic) variance of these estimators.

This leads to the optimal value of « given by

o Qe(B) Cov(Qy(8), 0:(8)) = Cov(@y(8). 0, (B))
T QA VQu9)+ @

By using the properties of two-phase sampling the next expression can be
obtained:

Eyp (Z Af]/(S(Qy(ﬁz — Yi) 5(Q$(51 _ %))
Qopt = Q(8) f+(Q=(5)) ijes’ T Ly
A0 KR (Z g 0A0) =2 70.(5) = xj>>

and then




It can be easily seen:

V(Q(B)) = V(Q5™(8) = V(Qy(B) — Ki = o
:V(@y(ﬁ))_ COU(ngf)ﬂQx( ) _COU(QZJ<6)’Q$(6)))

—2C00(Q.(5), QL(8))
(5.37)

that is, the lower bound of the variance of @Zf(ﬁ) is the variance of the
exponentiation estimator with ap.

Qopt

Equation (5.37) shows that the proposed estimator @y (8) always remains
more efficient than the simple estimator @y(ﬁ). Specifically, K is the amount
by which the variance is reduced when we use the exponentiation estimator
with an optimal « instead of the @), (3) estimator.

In practice the optimal value of « is unknown. Nevertheless, the sample
data can be used to calculate its estimator. Thus, an estimator of the optimal
value of « is given by

A3 S(Q(8) — 1s) 8(Qu(B) — ;)
_ Q:B) f(Qu(B)) iges Tl T m
= = - . 5.38
“T0:08) BQB) — AL 0(Qu(B) — 1) 8(Qu(5) — ;) (5:28)
ijes Tij/s! 7T;( 7T;

We can define an optimal estimator of the [3-quantile as:

e (0
5(9) Qyw)(@m)

Following the procedure discussed in Allen et al. (2002) it can be shown
that E(Q5(3)) = Qy(B) + o(n™!) and to the first degree of approximation,

V(@g‘(ﬁ)) = V(AZ"pt(ﬂ)), i.e., the estimators @5(6) and @?f”pt (B) are asymp-
totically equivalent.

5.3.4. Quantile estimation under two-phase sampling for
stratification

In Section 5.3.2 we show a particular case of two-phase sampling where
the first phase sample is stratified using the auxiliary variable. This sampling
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design was called two-phase sampling for stratification. We now define an es-
timator for the quantile @, () under this sampling design and analyze several
of its properties.

In the first place, we define the following estimator for the distribution

function:
By - L3y dow),

h 1 i€sp,

and we suggest estimating the quantile Qy(ﬁ) by @zt(ﬁ) = ﬁs"t_l(ﬁ), where the
inverse Fst exists in the same way as Fi} Ty above.

To study the properties of the @zt(ﬁ) estimator, we will first analyze the
properties of the F7,(¢) estimator.

Note that ﬁs’;(t) is unbiased and its variance is given by:

V(F3 (1) = % <Z A;jé(t - yi) O(t - yj)+

T e
i,jeU i J

% t—y;
+Ea Z Z A — ) W*yﬂ) . (5.39)
z]ES J

Thus, an unbiased estimator of variance is given by:

5 1 Ay o(t =) (¢ — )
V(F,(t) = - —~
(Fa() = 3 (;jes . e
L

Z Z t;%ﬁ“é%)) ’ (5.40)

h=1 i,jEsp Tij/s' g

because each component of (5.40) is unbiased for its counterpart in equation
(5.39).

Similar to Section 5.3.2, the Q*,(3) estimator can be expressed as a lin-
ear function of F},(Q,(5)). In addition, because FJ(t) is unbiased of F,(?),

we deduce that @\:t(ﬁ) is asymptotically unbiased. An approximate unbiased
estimator of the variance is given by:

S 11 AL 8(Q7(8) — i) 8(Q%,(8) — yy)
V(Qg(ﬁ))—mm (Z y - - +

1,j€S 7TU ? J
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Tabla 5.1: Description and references of populations.

Population Variables Pyz References
Fam1500 y:Feeding expenses Fernandez et al. (1994)
(N=1500) z;:Family incomes 0.848
2o:0Other expenses 0.546
Counties  y:Population in 1970 Royall et al. (1981)

(N=304) zl:Population in 1960 0.982 Valliant et al. (2000)
x2:Households in 1960 0.982

-~

s _zéA:t — 95
R e AU CA y>>,

* *
T, T
h=1 1i,jEsp Tij/s' ¢ J

5.3.5. An empirical study

The present investigation proposes several estimators for quantiles in sam-
pling in two phases with unequal probabilities. The use of two-phase sampling
for stratification has also been considered for estimating quantiles. In this
section we carried out a simulation study to reveal the behaviour of these
estimators and to point out the most efficient estimator. For this purpose,
we examined two natural populations, used previously for finite population
sampling. The populations in question are Fam1500 and Counties. A brief
description and the references of these populations can be seen in Table 5.1.

In these populations there are several auxiliary variables having different
linear correlation coefficients with the variable of interest y. In this study the
behaviour of estimators can be observed when strong and weak relationships
between variables are considered.

We have generated 1000 independent samples under different methods in
each phase. The first phase sample size, n’, is fixed at 150 and the second phase
sample size, n, is allowed to change from 10 to 100. The methods used are:

1. (SRSWOR.M) The first phase is SRSWOR of size n’. The second phase
is carried out using the Midzuno-Sen method (Singh, 2003, pg. 390) to
extract samples with unequal probabilities:

n—-n oz n—1

J— ol ! )
Ti)s = n’—lz ,ZL’-+TLI—1 — T, = T;Ti/s
jes’ 7
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Figura 5.7: Relative Efficiency for Fam1500 population and under
SRSWOR.M sampling design. n’ = 150.
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2. (SRSWOR.P) The first phase is SRSWOR of size n’. The second phase
is carried out by Poisson sampling (Singh, 2003, pg. 499) such that the
conditional inclusion probability is proportional to x:

L

!
i)y = Nes———  — = T -

Zjes’ g

2|2

3. (ST.M) Two-phase sampling for stratification: In the first phase, a sam-
ple is drawn according SRSWOR. For the elements in s’ information
is recorded that will permit a stratification. From stratum h, a sample
sy, of size ny, is drawn with unequal probabilities using the Midzuno-Sen
Method:

n, —nn, T ny — 1

Ti)s, = + —
h [— . —
ny, —1 Zjes; rj  my, =1

* / f . /
— T = T Ti/s; 10T 1 € §p,.
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Figura 5.8: Relative Efficiency for Faml1500 population and under
SRSWOR.P sampling design. n’ = 150.
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Figura 5.9: Relative FEfficiency for Counties population and under
SRSWOR.M sampling design. n’ = 150.
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Figura 5.10: Relative Efficiency for Counties population and under
SRSWOR.P sampling design. n’ = 150.
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The performance of the proposed estimators is evaluated for the three quar-
tiles, 8 = 0,25,0,50,0,75, in terms of Relative Bias (%) (RB) and Relative
Efficiency (RE) with Monte Carlo approximations derived from the B = 1000
independent samples:

1 S QL(B) — Qy(B) MSE[Q!(B)]
RB; = 100 x — . RE; = — v/
* B ; Qy(B) MSE[Q:(B)]

where b indexes the bth simulation run and @;(ﬂ) denotes the ith proposed
estimator with

N A (:)
Q,(8) = () 5:(5)
. AZ(ﬁ) = @Z(ﬁ) gég;) , where @& can be seen in (5.38),

QL(B) = Q(B).

MSEQy(8)] = B~ 3301[Q3(8)s — Qu(B)]* and MSE[Q;(0)] is similarly de-

fined for Q;(/3), the direct estimator defined in (5.33). This does not use the
auxiliary information.

The random generations, calculations and all the estimators were obtained
using the R program. Programming details are available in Appendix C.

Figures 5.7,..., 5.10 represent the RE for Q\;(ﬁ), @Z(ﬁ) and @2(@ estima-
tors in different populations and the SRSWOR.M and SRSWOR.P designs.
These figures show the behaviour of the estimators when the sample size in
the second phase increases, while the first phase sample size remains fixed.

If there is a high linear correlation coefficient between y and the auxiliary
variable, then all estimators are more efficient than the Q; (/) estimator (shown
with horizontal dotted lines). The gain in relative efficiency decreases if the
sample size in the second phase increases. This result is logical because if the
sample size in the second phase is small, the sample will have less information
of the y variable, and the Q;(/3) estimator will present a larger degree of error,
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while the ratio estimators are more efficient because more information is used.
As n increases, Q;(3) obtains better estimator which is closer to the ratio
estimator. Note that for the Fam1500 population and under SRSWOR.P
sampling design with the first phase sample size n'=150, as the second phase
sample size n increases from 10 to 100, the RE shows two pecks: if n=25 and
n=80 for $=0.25; if n=55 and n=80 for $=0.5; and if n=60 and n=100 for
£=0.75 . It looks that if we are estimating higher quartile then a large second
phase sample size may be required so long as the efficiency of the proposed
estimators is concerned.

@2(5) is the most efficient estimator in many cases. This is expected be-
cause this estimator is asymptotically optimum in the class (5.35). Never-
theless, the estimator Qz(ﬁ) has very similar values and does not depend on

unknown values. @;(ﬁ) is usually less efficient than other proposed estimators.
When the linear relation between the variables is weaker, Q;(ﬂ) is even less

efficient than the direct estimator, while @z(ﬁ) and @2(5) continue to per-
form better. In short, the use of the exponentiation estimator improves the
estimates, especially if there is a weak relationship between the study and
auxiliary variables.

On the other hand, the Poisson method of sampling produces more efficient
results in the sense of RE than the Midzuno-Sen method and with regard
to () because the direct estimator present disperses estimates under the
Poisson method caused by the heterogeneity of the inclusion probabilities.

Proposed estimators are almost equivalents in the Counties population
because the linear correlation coefficients are larger. In fact, the RE of the
proposed estimators in this population is better then those in the Fam1500
population.

Bias is another important aspect, particulary for ratio estimator that can
show the underestimation or overestimation. The RB’s values in the Fam1500
population are all within a reasonable range, with the QZ(B) having the largest
at 3% as seen in Figure 5.11. The RB’s values for the Counties population
when z1 is used as an auxiliary variable and 22 is used to assign probabilities
are shown in Figure 5.12. The Q; () estimator clearly leads to serious overes-
timation, especially when the sample size is small and under the SRSWOR.P
sampling design, whereas the absolute RB’s of the proposed estimators are
less than 7% for the SRSWOR.M sampling design and less than 13% for
the SRSWOR.P sampling design, except on small sample sizes for the Qi(ﬁ)
estimator, which has the largest at 25 %. In short, the study of the RB reveals
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Figura 5.11: Relative Bias in percent for Fam1500 population when z1 is used
as an auxiliary variable and x2 is used to assign probabilities. n’ = 150.
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Figura 5.12: Relative Bias in percent for Counties population when z1 is used
as an auxiliary variable and x2 is used to assign probabilities. The RB’s values
for the direct estimator in (**) are larger than 97.6 %, 74.6 % and 21.5% for
6 =0,25,0,5 and 0.75, respectively, and are omitted. n’ = 150.
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Figura 5.13: Relative Efficiency for Fam1500 and Counties populations and
under ST.M sampling design. n’ = 150.
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that the proposed estimators are better than the direct estimator.

Figure 5.13 is an example of two-phase sampling for stratification. The
proposed estimator is compared with the direct estimator if the strata are not
considered. It can also be observed that the use of stratification is recommend-
ed because the estimates are more efficient, especially if the sample size in
the second phase of the sample decreases. In all cases the proposed estimators
show improvement over the direct estimator irrespective of the linear relation-
ship between variables, although the gain in RE is better if this coefficient
is larger. In reality, the gain in efficiency is guaranteed because the strata are
well designed, i.e., the strata are homogeneous inside and heterogeneous among
them.

As far as the RB is concerned, the proposed estimator, @zt(ﬁ) is better

~

than @Z(ﬁ) as can be observed in Figure 5.14. The RB’s values of Q%,(3) are

less than 10 %, whereas the QZ(ﬁ) estimator leads to a weak overestimation
for the Counties population. In fact, the Fam1500 population produces better
estimates than the Counties population in terms of RB. The estimators are
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Figura 5.14: Relative Bias in percent for Fam1500 and Counties populations
under ST.M sampling design and when the variable x1 is used. n’ = 150.
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showing similar behaviour when the variable x2 is used and consequently these
figures are not shown.

5.4. Conclusions

In Section 2.3 we use the pseudo empirical likelihood method to estimate
a population mean when observations are missing either for the study variable
or for the auxiliary variable. We assume that the sample is selected according
to an unequal probability sampling design.

We propose a class of pseudo empirical maximum likelihood estimators,
using the data from the units with non-missing (or missing) values for the
study variable and missing (or non-missing) values for the auxiliary variables.
We derive asymptotic properties of these estimators. We derive the optimal
estimator of the proposed class as being the one with the smallest asymptotic
variance.

The proposed estimator is compared with other estimators in a simulation
study. The proposed optimum estimator has the smallest empirical variance
when the number of missing values is high and the relationship between the
auxiliary and principal variables is weak.

The practical advantage of the method proposed is its breadth of appli-
cability. The proposed estimator may be extended in a number of ways. For
example, we concentrate on the estimation of population means. However, the
method proposed can be extended to other parameters such as ratios, variances
and quantiles.

Next, in Section 2.4 the empirical likelihood method is used to provide a
model-assisted estimator for the distribution function. The proposed estima-
tor possesses a number of desirable features, namely that it can easily be used
under unequal probability sampling designs, the estimator is not model de-
pendent, the conditions for the existence of the estimator are established, the
estimator is a genuine distribution function, the facts of asymptotic unbiased-
ness, asymptotic normality, availability of a variance estimator, computation
simplicity, etc.

The accuracy of the proposed estimator has been compared in terms of
various measures with other known estimators. These studies have shown the
behaviour of the model-assisted pseudo empirical likelihood estimator to be
optimal. While Chambers and Dunstan’s estimator can be very efficient when
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the model upon which it is based is appropriate, nevertheless, as noted by
Rao et al. (1990), Chambers et al. (1993) and Dorfman (1993), this estimator
can perform poorly under model misspecification. A similar remark can be
made about the model-calibrated pseudo empirical likelihood estimator. This
estimator also suffers an important loss of efficiency when the value t; used in
the benchmark constraints is far away from ¢.

Another important property is the efficient use of the auxiliary informa-
tion: on the one hand because several auxiliary variables can be used at the
estimation stage and on the other because the good distribution of the set of
points t, allow that more accuracy estimates will be possible for any ¢.

In conclusion, we suggest that in many standard survey settings, the model-
assisted empirical likelihood method provides a simple and practical approach
by incorporating multivariate auxiliary information into the estimation of the
distribution function. The model-assisted empirical likelihood method exhibits
good performance and this can be a valid alternative to other estimators of
the distribution function.

The quantile estimation is discussed in Chapter 3. In the first place, new es-
timators are defined under successive sampling (Section 3.3). This is a known
technique that can be used in longitudinal surveys to estimate population
parameters and measurements of difference or change of a study variable. Eco-
nomics and social surveys carried out by nacional agencies and other statistical
offices use this sampling scheme. The quantile estimation is a common problem
in most of these studies.

Assuming sampling on two occasions, an estimator for population quantiles
is proposed when the samples are obtained by a general sampling design in each
occasion. The most important properties of this estimator are also discussed.
The ratio estimator proposed is very easy to compute and highly efficient.

When simple random sampling is used on both occasions, we obtain the
asymptotic normality of the estimator, which is used to construct approxima-
tive confidence intervals for this parameter. Under unequal probability sam-
pling, this expression becomes more complicated than in the preceding case,
although it can be obtained by means of the variances and covariances of the
Horvitz-Thompson estimators.

Let us assume that on the second occasion, two samples are drawn: a
matched sample is selected from the first sample and an unmatched one is
selected from the complemented first sample, independently of the matched
portion (the matched and unmatched samples are conditionally independent).
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The proposed estimator can also be defined if we use a sampling scheme in
which the unmatched sample is selected from the population U, i.e. if the
matched and unmatched samples are unconditionally independent. The prop-
erties of this new estimator can be studied in a similar manner, and this is
simpler because the conditioning disappears.

The extension of the estimator to the case where we have three or more
occasions is also straightforward.

Assuming successive sampling on two occasions, we also propose a class of
estimators for quantiles using a multiple ratio estimator based on the matched
samples on the first and the current occasions, selected using simple random
sampling. On the proposed class of estimators, we derive the expression of the
optimal estimator in the sense of minimizing the asymptotic variance. The
proposed estimator possesses a number of desirable properties, such as asymp-
totic normality, availability of variance estimator, simplicity of computation,
etc. In our theoretical and empirical studies, the new estimator appears to be
more accuracy than the standard and univariate ratio estimators.

The proposed estimator can be generalized to a sampling survey performed
on more than two occasions and to other sampling designs different to sample
random sampling. These are areas for further researches.

Most of the procedures in survey sampling that use auxiliary information
are based on estimators that require the use of known population variables,
although this situation is unlikely in practice. A solution to this problem is the
use of the two-phase sampling.

Assuming two-phase sampling, with arbitrary sampling design for the se-
lection of units in each phase, ratio and exponential type estimators have been
proposed. The unbiasedness of these estimators have been discussed and ex-
pressions for the variance estimation have been also established. These results
have allowed us to find an optimum estimator into the exponential type es-
timator. Assuming several sampling design and simulation studies, we have
observed that the proposed estimators can provide more accuracy estimates
than other known estimators.

We have also proposed estimators for a -quantile and its variance when a
two-phase sampling for stratification with arbitrary sampling designs in each
of the two phases is used. First, a distribution function estimator has been
defined and we have seen that this holds many desirable properties. In addi-
tion, efficient estimators for a (-quantile and its variance have been defined.
These estimators have been analyzed via a simulation study and some useful
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gains in efficiency about other estimators have been revealed. Thus, theoreti-
cal and empirical justifications have demonstrated that the proposed quantile
estimator and its variance estimation handle well the difficult aspects of this
sampling design.

In conclusion, the two-phase sampling is a simple and practical technique
that is widely recommended when population auxiliar information is not avail-
able. Assuming that the first sample is stratified, we have proposed estima-
tors that exhibit a better performance with regard to estimators based on a
non-stratified sampling. These results suggest that the proposed method is an
attractive alternative for estimating quantiles when population auxiliar infor-
mation is not available.

Finally, quantile estimators have been proposed by using both model-
assisted approach and the pseudo empirical likelihood method. The application
of these estimators to the estimation of several poverty measures is also dis-
cussed. We propose using the bootstrap technique for the proposed estimators
in the variance estimation stage. The accuracy of these new procedures have
been analyzed in simulation studies for the problem of the quantile estimation
and for some poverty measures used by several statistical agencies. Results
show that the proposed estimators can provide more efficient estimates than
other known procedures.
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Apéndice A

Descripcion de poblaciones
finitas

En este apéndice se detallan las distintas poblaciones que han sido usadas
en este trabajo con objeto de estudiar el comportamiento de los estimadores
propuestos y su presicién con respecto a otros estimadores existentes en las
literatura. Notamos que las poblaciones basadas en datos reales han sido uti-
lizadas por otros autores en diferentes estudios de simulacién, siendo estas
poblaciones fiables y apropiadas para el estudio del comportamiento de es-
timadores en muestreo de poblaciones finitas. Las poblaciones que han sido
simuladas siguen los modelos propuestos por otros autores, o bien, se han
simulado de manera que pueda ser posible la extraccion de muestras en los
disenios muestrales méas complejos que han sido tratados en este trabajo. De
esta forma, se dispone de una estructura de datos apropiada para la obtencion
de tanto los estimadores propuestos como del resto de estimadores existentes
en la literatura.

A.1. Poblaciones naturales

A.1.1. Faml1500

Esta poblacién consta de N = 1500 familias de Andalucia y fue usada por
primera vez por Ferndndez y Mayor (1994). Numerosos estudios posteriores
(por ejemplo, Rueda et al., 2006a, 2006b, Rueda y Gonzélez, 2004, etc.) han
usado esta poblacién en sus estudios de simulacion. La caracteristica de interés,
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Tabla A.1: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Fam1500

V. Min 1 Me Media Q3 Max Cv Py
Y 5045 7358 8136  8181.94 8941 11795 0.14

x1 | 30052 36660 40200 40283.96 43700 55379 0.12 0.848
xo | 2116 3515 4001  4044.40 4538 6990 0.19 0.546

Figura A.1: Diagramas de dispersion de la poblacién Fam1500
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Yy, son los gastos de alimentacion, mientras que las variables auxiliares xy y xo
son, respectivamente, los ingresos familiares y otros gastos. En la Tabla A.1
puede consultarse informacién adicional sobre las variables de la poblacion
Fam1500, mientras que la Figura A.1 muestra los diagramas de dispersién
correspondientes a dichas variables.

A.1.2. Counties

Las poblaciones Counties60 y Counties70 son poblaciones habitualmente
usadas en muestreo de poblaciones finitas. Fueron usadas por primera vez
en Royall y Cumberland (1981). Posteriormente, se ha usado en numerosos
trabajos, como por ejemplo en Valliant et al. (2000). La poblacién Counties60
consta de N = 304 ciudades de Carolina del Norte, Carolina del Sur y Georgia
con menos de 100000 hogares en el ano 1960. La variable y es la poblacion
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Tabla A.2: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Counties60

V.| Min 1 Me Media Qs Max Cv Pya
y | 1876 9787 18330 32916 38690 266623 1.24
x 482 2502 4886 8931 10410 76887 1.30 0.998

Tabla A.3: Anadlisis descriptivo para las variables de la poblacién Counties70

V. | Min Q1 Me Media Qs Max Cv Pya
y | 1924 9613 19080 36984 42560 409644 1.38

xp | 482 2502 4886 8931 10410 76887 1.30 0.982
xo | 1876 9787 18330 32916 38690 266623 1.24 0.982

de cada ciudad, excluyendo los barrios de grupos de residentes. Como variable
auxiliar, x, se tiene el nimero de hogares en 1960.

Por otro lado, la poblacion Counties70 esta formada por la variable de in-
terés y que denota la poblacion de 304 ciudades de Carolina del Norte, Carolina
del Sur y Georgia con menos de 100000 hogares en el ano 1970, excluyendo
los barrios de grupos de residentes y por las variables auxiliares x; y x2, que
coinciden con las variables x e y, respectivamente, de la poblacién anterior.

Los datos de esta poblacion pueden descargarse de:
ftp://ftp.wiley.com/public/sci_tech_med /finite_populations

Ademas, un breve resumen descriptivo de estas poblaciones puede consul-
tarse en las Tablas A.2 y A.3. La Figura A.2 nos da los diagramas de disper-
sién entre las distintas variables de estas poblaciones. Puede observarse que
estas poblaciones exhiben una mejor relacién lineal entre las variables que la
poblacion Fam1500, lo que nos ha permitido comprobar en los distintos es-
tudios el grado de ganancia en precisién en funcién de una mayor o menor
relaciéon lineal entre la variable principal y las auxiliares.
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Figura A.2: Diagramas de dispersion de las poblaciones Counties70 y Coun-

ties60.
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Tabla A.4: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Hospitals

V.| Min @; Me Media @3 Max Cv Py
Y 14 311 713 &814.65 1186 2844 0.72
x 1 102 233 27470 393 98 0.78 0.911

Figura A.3: Diagrama de dispersion de la poblacién Hospitals.
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A.1.3. Hospitals

Esta poblacién es una muestra nacional de hospitales en Estados Unidos.
Esta muestra también fue considerada como una poblacion en los estudios
llevados a cabo por Royall y Cumberland (1981) y Valliant et al. (2000). El
tamano poblacional es de N = 393 hospitales de corta estancia con menos
de 1000 camas, la variable de interés, y, es el nimero de pacientes dados de
alta, mientras que la variable auxiliar es el nimero de camas que dispone el
hospital.

El resumen descriptivo de las variables de esta poblacion puede consultarse
en la Tabla A 4. El diagrama de dispersion dado por la Figura A.3 nos permite
profundizar en la estructura que presentan los datos de las variables de la
poblacién Hospitals.
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Tabla A.5: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Murthy

V.| Min 1 Me Media Qs Max Cv Pya
y | 1176 3727.0 5105 5183.0 6754.0 9250 0.35
xl 51 86.5 148 285.1 4453 1095 0.94 0.915

Figura A.4: Diagrama de dispersion de la poblacién Murthy.
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A.1.4. Murthy

La poblacion Murthy es apropiada para observar el efecto de una mala
especificacion de un modelo de superpoblacion en los estimadores, y poder
proporcionar, por tanto, una indicacién de la robustez de tales estimadores.
Esta poblacion consta de 80 fabricas donde la variable de interés, y, es la
produccién, y como variable auxiliar, z, se ha considerado el nimero de tra-
bajadores. Esta poblacién se usé previamente en Murthy (1967), Kuk y Mak
(1989) y Kuk y Mak (1994).

En la Figura A.4 puede comprobarse que una hipdtesis de linealidad no seria
valida para las variables de esta poblacién. Un estudio mas exhaustivo sobre
las varacteristicas de las variables de la poblacién Murthy puede obtenerse a
partir de la Tabla A.5.
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Tabla A.6: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion Turismos

V. | Min Q1 Me Media Qs Max Cv Pya
Yy 11 343.3 894.0 3967.8 2483.5 308738 4.23

T 5 730 176.5 810.2 464.0 61176 4.41 0.994
X9 4 101.0 263.0 1313.7 749.3 111977 4.55 0.998
T3 1 123.0 338.0 1373.1 957.5 102710 4.04 0.998
Ty 0 220 61.0 2959 174.8 24023 4.26 0.961

A.1.5. Turismos

Esta poblacion se ha obtenido a partir del nimero de turismos recogidos en
los anos 2002 y 2003 por el Instituto de Estadistica de Andalucia en los distintos
municipios de Andalucia. Estos datos pueden descargarse en la pagina web del
Instituto de Estadistica de Andalucia:

http:\ \www.juntadeandalucia.es\institutodeestadistica

Por tanto, La poblacién Turismos estd formada por el nimero de turismos
en N = 770 municipios de Andalucia. La variable principal, y, es el nimero
de turismos por municipio en el ano 2003. Se dispone de cuatro variables
auxiliares: x1, x9, T3 v x4 que corresponden al nimero de turismos en el ano
2002 con capacidad cilindrica de clase 1, 2, 3 y 4, respectivamente.

El objetivo que tiene el uso de esta poblacién es comprobar la ganancia
en eficiencia de las estimaciones cuando se aumenta de manera paulatina el
numero de variables auxiliares.

En el andlisis descriptivo de la Tabla A.6 se muestran las caracteristicas
mas importantes de las variables de la poblaciéon Turismos. En estas variables
destaca la presencia de una alta asimetria y una importante variabilidad en
los datos, como reflejan los correspondientes coeficientes de variacion. Los dia-
gramas de dispersion asociados a estas variables estan disponibles en la Figura

A,
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Figura A.5: Diagramas de dispersion de
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Tabla A.7: Analisis descriptivo para las variables de la poblacion ECPF1997

V.| Min @1 Me Media @3 Max Cv Pya
y | 2404 2745 4037 4660 5842 61320 0.67
x | 107.6 2609 3845 4527 5654 27730 0.66 0.594

A.1.6. ECPF1997

La ultima poblacién natural que se ha considerado en este trabajo se corres-
ponde con los datos muestrales procedentes del primer trimestre del ano 1997
de la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (EC PF'). Véase Instituto
Nacional de Estadistica (1992) para una consulta detallada de la metodologia.
Esta poblacién ha sido también analizada en Fernandez et al. (2004).

Notamos que el objetivo de esta encuesta es proporcionar estimaciones acer-
ca de los gastos de consumo y de los ingresos para el conjunto nacional, segin
varias variables de clasificacién. La poblacién consta de N = 3000 hogares
espanoles, donde se ha considerado que la variable de interés, y, son los ingresos
totales trimestrales por hogar (en euros), mientras que los gastos trimestrales
por hogar (en euros) serd la variable auxiliar.

El correspondiente analisis descriptivo de las variables de esta poblacion
esta dado por la Tabla A.7. Observamos que en este caso no existe una fuerte
relacion lineal entre la variable principal y la auxiliar. Este hecho es frecuente
entre datos correspondientes a variables tales como ingresos o gastos, donde
la alta presencia de valores extremos habitualmente dificulta la interpretacion
de algunas medidas como la media.

En cualquier caso, el objetivo al usar esta poblacion es comprobar el com-
portamiento real de distintos estimadores en situaciones donde no pueda acep-
tarse una fuerte relacién lineal entre las variables. En la Figura A.6 se muestra
el correspondiente diagrama de dispersion.

254



Figura A.6: Diagrama de dispersion de la poblacién ECPF1997.
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Tabla A.8:

Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pop06

Min Ql Me

Media Q3 Max Cv py,

y | -2.4588 0.87 1.93
x 0.0008 0.27 0.66

1.98 296 9.33 0.81

096 1.32 8.10

1.03 0.6

Tabla A.9: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pop07
V. Min @7 Me Media Q3 Max Cv py,
y | -2.349 1.02 1.88 2.00 2.86 10.03 0.71
x | 0.001 0.30 0.70 099 136 822 098 0.7

A.2. Poblaciones simuladas

A.2.1. Pop06, Pop07, Pop08 y Pop09

Paralelamente a Wu y Sitter (2001a), se han generado cuatro poblaciones
de N = 2000 unidades mediante muestras independientes e idénticamente
distribuidas mediante el modelo

y =0y + 012 + e, (A.1)

donde z ~ Gamma(1,1), € ~ N(0,02) y 6y = 6; = 1. Estas poblaciones se
han generado escogiendo diferentes valores de o2, de modo que los coeficientes
de correlacion entre y y x estan dados por 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9. Las poblaciones
se han llamado Pop06, Pop07, Pop0O8 y Pop09, respectivamente. La Figura
A.7 muestra los diagramas de dispersién de estas poblaciones, mientras que
los distintos estudios descriptivos estan dados por las Tablas A.8, A.9 JA.10 y
A1l

Tabla A.10: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pop08

V. Min @7 Me Media Q3 Max Cv py
y |-2.243 1.15 1.81 1.99 263 854 0.64
x | 0.001 0.25 0.67 098 134 736 1.04 0.8
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Tabla A.11: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pop09

V. Min @7 Me Media Q3 Max Cv py,
y | -0.374 1.23 1.73 1.96 2.43 11.80 0.57
x | 0.002 0.29 0.67 098 1.33 10.51 1.02 0.9

Figura A.7: Diagramas de dispersion de las poblaciones Pop06, Pop07, Pop08
y Pop09
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Tabla A.12: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pob098

\Y% Min @; Me Media Qs Max Cv  py
y |-0.207 5.07 7.33 7.99 997 25.65 0.52

xz1 | 0.003 0.90 2.26 3.08 4.37 2232 0.96 0.71
L2

y

0.081 1.80 3.17 3.85 5.34 1755 0.72 0.67
1.615 4.97 7.23 7.93 10.03 25.08 0.51 0.98

Tabla A.13: Analisis descriptivo para las variables de la poblacién Pob080

\Y Min @; Me Media Qs Max Cv  py
y |-0.097 6.61 8.69 8.89 11.00 19.98 0.37

x1 | 0480 2.46 3.67 398 515 11.86 0.50 0.60
T3

y

0.417 254 3.59 3.89 5.00 1220 048 0.53
3.316 6.88 8.6 8.87 10.47 20.84 0.30 0.80

A.2.2. Pob098 y Pob080

Por ultimo, se han generado dos poblaciones (Pob098 y Pob080) de tamano
N = 1000 mediante el modelo

Yi = Bo + Brx1i + Paxa; + €, (A.2)

donde By = 31 = B = 1 y las variables x1; y x9; se han generado de distribu-
ciones Gamma con parametros de forma y escala dados por 4 y 1, respectiva-
mente. Las cantidades ¢; son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con distribucién Normal de pardametros 0 y o2. El valor
de 0% se ha seleccionado de modo que el coeficiente de correlacién entre y;
e Ui = Po+ Piri + Paxe; es 0.98 para la primera poblacién (Pob098) y 0.80
para la segunda poblacién (Pob080). Los anélisis descriptivos de estas pobla-
ciones estan dados por las Tablas A.12 y A.13, mientras que los diagramas de
dispersion los encontramos en las Figuras A.8 y A.9.
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Figura A.8: Diagramas de

dispersiéon de la poblacién Pob098
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Figura A.9: Diagramas de dispersion de la poblacién Pob080
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Apéndice B

Procedimientos de estimaciéon y
seleccion de unidades

El objetivo de este apéndice es describir los disenos muestrales que han sido
usados a lo largo de este texto. Las distintas perspectivas de estimacion que
existen en muestreo de poblaciones finitas estan también definidas.

B.1. Meétodos de muestreo probabilisticos

B.1.1. Muestreo aleatorio simple

Sea U una poblaciéon finita con N unidades distintas e identificables. El
muestreo aleatorio simple consiste en extraer sucesiva e independientemente
unidades de esta poblacién, sin reposicién, con probabilidades iguales en cada
extraccion, hasta completar una muestra s con tamano n. Las probabilidades
de inclusién de primer y segundo orden estdn dadas por
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B.1.2. Muestreo de Midzuno

Para obtener una muestra s con n elementos, el método de Midzuno (véase
Singh, 2003, pg.390, para un mayor detalle) consiste en extraer un elemento
de la poblaciéon U con una determinada probabilidad, y los n — 1 restantes
elementos mediante muestreo aleatorio simple de entre los N — 1 elementos
que quedan en la poblacién. La primera unidad suele seleccionarse mediante
probabildidades proporcionales a una variable auxiliar, x, es decir, las proba-
bilidades de seleccién del primer elemento vienen dadas por «; = z;/X, con
1eUy X = Zf\il x;. En este caso, las probabilidades de inclusién de primer
y segundo orden estan dadas por:

N —n n—1

L T A g
n—1|N—-n n—2 ) )
T T N1 N_2(041+04j)+m , UF]

B.1.3. Muestreo de Lahiri

Supongamos que para la poblacién U, con N elementos, se desea seleccionar
un elemento de manera que las probabilidades de selecciéon de cada uno de ellos
estén dadas por py, ..., pn, con Zf\;l pi = 1. El método de Lahiri (Lahiri, 1951)
obtiene una muestra con probabilidades proporcionales a una variable auxiliar
x. El algoritmo a seguir es el siguiente:

Algoritmo B.1 FEuxtraccion de unidades mediante el muestreo de Lahiri.

Paso 1. Obtener el minimo valor C' que verifique ) ... x; < C, para cualquier
muestra s. Es decir, C' serd la suma de los mayores valores de la variable
auxiliar.

Paso 2. Generar un nimero aleatorio e mediante una distribucion Uniforme
entre 0 y C.

Paso 3. Seleccionar una muestra s; mediante muestreo aleatorio simple.

Paso 4. Si ZiESJ_ x; > e, el método de Lahiri proporcina la muestra s;. En
caso contrario ir al Paso 2.
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La probabilidades de inclusién de primer orden para las unidades selec-
cionadas mediante el método de Lahiri viene dadas por

nT;
X Y

T, =

donde X es el total poblacional de la variable auxiliar.

B.1.4. Muestreo de Poisson

El muestreo de Poisson (llamado asi por Héjek, 1964) consiste en seleccionar
independientemente unidades de muestreo, con probabilidad m; = na;, de una
poblacién de tamano N. Debido a la independencia de las extracciones, las
probabilidades deinclusion satisfacen 7;; = m;7;. El tamano muestral v es una
variable aleatoria tal que E(v) = SN 1 =ny Var(v) =n—n*>Y.N, a? =
SN (1 — ;). Su varianza para m; = n/N vale n(N —n)/N.

Notamos que mediante el muestreo de Poisson es posible obtener una mues-
tra vacia, cuya probabilidad viene dada por:

N

Py = H(l — nay),

=1

que es maxima para a; = 1/N, en cuyo caso P tiende a e=" cuando N tiende
a infinito.

El muestreo de Poisson modificado fue introducido por Ogus y Clark (1971)
para excluir el caso de muestras vacias. En Chaudhuri y Vos (1988) se puede
ver una descripcion de esta técnica.

Brewer et al. (1972) dieron el siguiente algoritmo préctico para llevar a
cabo un muestreo de Poisson realizado mediante la rotacién muestral:

Algoritmo B.2 FExtraccion de unidades mediante el muestreo de Poisson.

Paso 1. Se elige un numero arbitrario ¢, 0 < ¢ < 1.
Paso 2. Se extraen N nimeros aleatorios R; independientes segin una U|0, 1).
Paso 3. Parai1=1,...,N se selecciona la unidad 1 si:

(a) no; <1l—csic<R; <c+nay.
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(b) nay>1l—csiR<c+na;—10R;>c.

En otro caso se rechaza la unidad.

En Singh (2003), pg. 499, puede obtenerse més informacién acerca de este
método de muestreo.

B.2. Disenos muestrales

B.2.1. Muestreo estratificado

La poblacion U consta de N unidades y es dividida en L subpoblaciones
de tamanos Ny, N, ..., Ni. Estas subpoblaciones, que reciben el nombre de
estratos, no se superponen y juntas forman la totalidad de la poblacion, es
decir, Zﬁzl Nj, = N. Llamaremos S}, al conjunto de todas las posibles muestras
de tamano n;, para el estrato h. Una vez que han sido determinados los estratos
se extrae una muestra s; € S}, de tamano nj, de cada uno mediante un disenio de
muestreo especifico que asigna una probabilidad conocida p(sy,) a cada s, € Sy,
tal que p(sp) > 0y >, g P(sn) = 1. La muestra final estd compuesta por

el conjunto de estas submuestras y su tamano sera n = 25:1 ny. El proceso
de muestreo se realiza de modo independiente en cada estrato, lo que permite
la aplicacién simultanea de métodos de muestreo diferentes de acuerdo con la
informacion disponible, el coste y las razones que motivaron la estrastificacion.
Asumiendo que la variable principal se denota como y, y se dispone de un
vector de variables auxiliares, x, a continuacién se detallan algunos conceptos
utilizados en muestreo estratificado:

Yni, valor obtenido en la unidad ¢ del estrato h para la caracteristica .

Xpi, valor obtenido en la unidad ¢ del estrato h para el vector x.

n Wy, = Wh, ponderacion del estrato h.

np y
fn= N fraccion de muestreo en el estrato h.
h

Y1, X3, medias poblacionales del estrato h de las variables y v x.

» 7, Xp, medias muestrales del estrato h de las variables y y del vector x.
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= Ty, probabilidad de inclusién de primer orden de la unidad ¢ en el estrato
h.

= pp;, densidad de la observacién i en el estrato A

Si tomamos una muestra aleatoria simple de cada estrato, el procedimiento
se conoce como muestreo estratificado aleatorio. En tal caso las probabilidades
de inclusién de primer orden vienen dadas por

np

Thi = =7
N’

con h={1,...,L}.

B.2.2. Muestreo bifasico

El muestreo bifasico es apropiado cuando quiere hacerse un uso eficiente de
la informacion auxiliar, pero no se dispone de los datos poblacionales necesarios
para construir los estimadores basados en informacién auxiliar.

El muestreo bifasico consiste en extraer en una primera fase una muestra
grande y poco costosa mediante cualquier diseno muestral, con el objetivo de
observar o medir tan sélo el vector de variables auxiliares x. Con la informacion
obtenida se pretende dar una buena aproximacién de los totales y medias
poblacionales, o de cualquier otra informacién poblacional necesaria. En la
segunda fase se extrae otra muestra mas pequena y menos costosa a partir de
la muestra anterior que ahora juega el papel de poblacién. En esta segunda
muestra la variable de interés, y, es observada, y el método de muestreo para
extraerla puede ser el mismo o distinto del método de extracciéon de unidades
usado en la primera fase.

Para una mayor profundizacién sobre el muestreo bifasico puede consultarse
Sarndal et al. (1992), Ferndndez y Mayor (1994) y Artés y Garcia (2002).

La notacién que se sigue bajo este muestreo es la siguiente. De la poblacion
U compuesta por N unidades se extrae en la primera fase una muestra, s’, de
tamano, n/, bastante grande y de bajo costo, segin cierto criterio muestral,
dy, tal que pg(s’) serd la probabilidad de que s’ sea seleccionada y donde
las correspondientes probabilidades de inclusion de primer y segundo orden
se denotan, respectivamente, como 7r; y 71';]- para ¢y j € U. En esta muestra,
una o varias variables auxiliares pueden ser recogidas facilmente, es decir, dicha
muestra permite obtener la informacién auxiliar necesaria para todo el proceso.
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Dada s’, una segunda muestra s de tamano n es seleccionada en la segunda
fase mediante un diseno ds, tal que p(s/s’) es la probabilidad condicional de
escoger s. Las probabilidades de inclusiéon bajo este diseno se denotan como

/ o !/ ! / 8/ _
Ti/s ¥ Tij/s- Notamos que Aij =My — Ty Aij = Tij/s' — Ti)s'Tj/s' -

B.2.3. Muestreo bifasico aplicado a la estratificacion

Los dos disenos muestrales anteriores pueden combinarse en el llamado
muestreo bifasico aplicado a la estratificacién, el cual tiene las principales ven-
tajas de cada uno de ellos.

Asumiendo la notacién del apartado anterior, el muestreo bifasico aplicado
a la estratificacién se presenta cuando la variable auxiliar se usa para estrat-
ificar s’ en H estratos denotados como s,, (h = 1,..., H) y con n, elementos
en el estrato h. De este modo, de 3;1 se puede seleccionar una muestra s; de
tamano n;, mediante un disenio arbitrario pp(/s’) independiente para cada es-
trato. La muestra final es s = Uthl sp. La probabilidades de inclusién para
las unidades de la segunda fase se denotan como ;¢ y /s, para i,j € s'.
Notamos que A;j = 7'[';]- — 7r;7r;- y Afj/ = /s — Ti/s'Tj)s - Bste diseno mues-
tral permite combinar las buenas propiedades del muestreo estratificado en
términos de eficiencia con el muestreo bifasico.

Notamos que cualquier estimador basado en el diseno muestral o en la
aproximacién modelo-asistida (véase Seccién B.3) que quiera construirse bajo
el muestreo bifasico o el muestreo bifasico aplicado a la estratificacién de-
bera usar las probabilidades de inclusién de primer orden dadas por m; =
> o5 Pa1(s')mise . Estas probabilidades de inclusién no podran calcularse siem-
pre en la practica debido a que las probabilidades m;/y, para cada s’, deben de
conocerse para determinar ;. Esto no serd siempre posible porque m;/» puede
depender del resultado de la primera fase, como por ejemplo cuando la mues-
tra de la segunda fase esta disenada mediante un muestreo proporcional a una
variable auxiliar. Por esta razén, Sarndal et al. (1992) propusieron el uso de
los estimadores 7*. Las probabilidades de inclusion que usan estos estimadores
estan dadas por 7} = 7r;7rz-/5/ y = W;jﬂij/s/.

B.2.4. Muestreo en ocasiones sucesivas

Consideramos que estamos haciendo un seguimiento continuo de la poblacion
U, de tamano N, sobre dos, o mas, periodos de tiempo con valores y; en el
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periodo u ocasién mds reciente y z; en una ocasién anterior (o conjunto de val-
ores basados en ocasiones anteriores). Se asume que una muestra de tamano
n' estd disenada en la ocasién anterior. En la ocasion reciente, una submuestra
(lamada muestra solapada) de tamano m es diseniada de las n’ unidades se-
leccionadas previamente, y u = n — m unidades son reemplazadas por nuevas
unidades seleccionadas de la poblacién restante. y = m/n serd la fraccion de
solapamiento.

La muestra de la primera fase s’ con tamano n’ estd disenada segin un
disefio muestral dy, tal que pg(s’) es la probabilidad de que s’ sea escogida.
Las correspondientes probabilidades de inclusién de primer y segundo orden
vienen dadas por 7r;, W;j, para i,j € U. Dada ¢/, en la segunda ocasién, una
muestra solapada s,, con tamano m, es disenada segiin un diseno ds, tal que
Pm(sm/s’) es la probabilidad condicional de escoger s,,. Las probabilidades
de inclusién bajo este disefio se denotan como ;s y m;j/¢. La muestra no
solapada s, es por tanto seleccionada de U — s’ = §’° segun el diseno ds, tal
que py(s,/s") es la probabilidad condicional de escoger s,. Las probabilidad
de inclusién bajo este diseno se denotardn como m;/ge y mij/sre.

Notamos que todas las muestras y submuetras pueden seleccionarse bajo
cualquier diseno muestral. En este trabajo se han asumido solamente dos oca-
siones, aunque la generalizacion de los estimadores propuestos a un ntimero
mas elevado de ocasiones también puede plantearse facilmente. Los tamanos
muestrales pueden ser diferentes en cada ocasién.

Para el caso de multiples variables auxiliares, denotaremos como y a la vari-
able principal, con valores y1,...,yn para los N elementos poblacionales. En
la ocasién anterior se dispone de p variables auxiliares, 1, za, . . ., Tp, las cuales
seran usadas para construir estimadores multivariantes basados en informacién
auxiliar.

Para un mayor detalle del muestreo en ocasiones sucesivas puede consul-
tarse Jessen (1942), Patterson (1950), Narain (1953), Adhvaryu (1978), Eckler
(1955), Gordon (1983), Arnab y Okafor (1992), Singh (2003), etc.

B.3. Tipos de inferencia en poblaciones finitas

En muestreo de poblaciones finitas existen diferentes perspectivas de es-
timacion. Este epigrafe resulta apropiado no solo porque se describen cada
uno de estos procedimientos de estimacion, sino que también se describen las
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principales ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos.

Notamos que si bien la eleccion del diseno muestral y del método de selec-
cion de unidades eran dos aspectos importantes en muestreo de poblaciones
finitas, no menos resulta la eleccion de la apropiada perspectiva de estimacién,
puesto que una mala eleccién podria dirigir, entre otros aspectos, a inferencias
no validas, estimaciones inconsistentes e importantes sesgos.

B.3.1. Aproximacion basada en el diseno

La aproximacion basada en el diseno es el procedimiento de estimacion
mas conocido y usado en muestreo de poblaciones finitas, aunque no necesari-
amente el mas eficiente en el sentido de obtener estimaciones mas precisas. El
resto de métodos de estimacién estan basados, de forma directa o indirecta, en
modelos de superpoblacién, por lo que destacan por una mayor precision en
las estimaciones cuando el modelo es el correcto para los datos en estudio. En
cualquier caso, la aproximacion basada en el diseno es preferida por la mayo-
ria de los principales institutos y organismos estaditicos por su simplicidad y
menor coste computacional frente al resto de aproximaciones, aunque reciente-
mente éstas estan cobrando especial interés por la demostrada calidad en sus
estimaciones.

Ejemplos de estimadores basados en el diseno son el clasico estimador de
tipo Horvitz-Thompson para la media poblacional, o el estimador de tipo Héjek
para la funcion de distribucién.

B.3.2. Aproximacion basada en modelos

Otro procedimiento para estimar pardametros lineales o no lineales en pobla-
ciones finitas es la aproximacion basada en modelos, la cual asume un modelo
de superpoblacién y donde los estimadores son dependientes del modelo, es
decir, para cada estudio, el paso previo antes de poner en practica esta aproxi-
macién es el analisis de los datos para ajustar el mejor modelo a éstos. Una
vez seleccionado el modelo, se estiman los parametros desconocidos, y las es-
timaciones de los pardametros poblacionales dependeran de forma directa del
modelo de superpoblacién estimado. Un cuidadoso contraste sobre el modelo
estimado deberia también llevarse a cabo con el fin de evitar inferencias no
validas.
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Notamos que con la apariciéon de los modelos de superpoblacion, la teoria
de muestreo tuvo un gran empuje pues se le doté de un instrumento muy
valioso que permitié obtener resultados mas concluyentes en la comparacion
de estrategias y, eventualmente, producir estrategias éptimas en varias situa-
ciones. Véase Pérez (2002) y Sanchez-Crespo (2002) para un seguimiento més
exhaustivo de la metodologia de los modelos de superpoblacién.

En los modelos de superpoblacion, cobra especial importancia el uso de
variables auxiliares, cuyos valores deberian ser conocidos a nivel poblacional
para obtener estimaciones mas precisas.

Algunos ejemplos de estimadores basados en modelos son los propuestos
por Chambers y Dunstan (1986) o Dorfman y Hall (1993) para el caso de la
estimaciéon de la funciéon de distribucion.

Un incoveniente que pueden presentar los estimadores obtenidos a partir
de esta aproximacion es la inconsistencia bajo el diseno, como le ocurre por
ejemplo al estimador de Chambers y Dunstan (1986).

Sin duda, los principales inconvenientes de estos métodos es el grado de
dificultad en la computacién y un pobre cumplimiento cuando el modelo es-
pecificado es incorrecto. La generalizacién de algunos estimadores basados en
modelos a disenos muestrales mas complejos también puede resultar en oca-
siones bastante costosa.

B.3.3. Aproximaciéon modelo-asistida

La aproximacién modelo-asistida es otro procedimiento basado en modelos
de superpoblacién, aunque en este caso las estimaciones no son dependientes
del modelo ajustado. Esta aproximacion se usa habitualmente en las encuestas
por muestreo y tiene una buena aceptacion.

Ejemplos de estimadores modelo-asistidos son el estimador de regresion
generalizado (GREG) (Cassel et al., 1976, Séarndal, 1980, Hedayat y Sinha,
1991) para el caso de estimacién de medias y totales poblacionales, y esti-
madores de tipo razén y diferencia (Rao et al., 1990) para el caso de estimar
funciones de distribucion y cuantiles. Mas recientemente, son dos los princi-
pales métodos en la literatura que estan categorizados como aproximaciones
modelo-asistidas. Estos procedimientos son el de calibracién (Deville y Sérn-
dal, 1992) y el de verosimilitud empirica (Chen y Qin, 1993, Chen y Sitter,
1999).
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La aproximacién modelo-asistida consiste en asumir un modelo de super-
poblacién. A partir de este modelo, se estiman determinados parametros nece-
sarios para construir el estimador. Este estimador conserva la misma estruc-
tura, independientemente de la relacién que exista entre las variables involu-
cradas en el estudio. Por este motivo, la aproximacion modelo-asistida no es
dependiente del modelo. El ejemplo més claro de aproximacién modelo-asistida
es el estimador GREG. En este caso se asume un modelo de regresién que es-
tima de manera 6ptima el pardmetro b de regresiéon usado por este estimador.
Independientemente del tipo de relacion existente entre las variables del estu-
dio, el estimador GREG presenta la misma definicién.

Por tanto, estos procedimientos no son dependientes de un modelo, aunque
requieren el uso de uno para construir el estimador. En otras palabras, los
estimadores modelo-asistidos son aproximadamente (asintéticamente) insesga-
dos bajo el diseno, independientemente de si el modelo es correcto o no, y son
particularmente eficientes si el modelo en el que se basa es correcto. Asi, la
aproximacion modelo-asistida proporciona inferencias validas bajo el modelo
asumido y al mismo tiempo, esta protegido contra una mala especificacion del
modelo en el sentido de proporcionar inferencias basadas en el diseno validas
para cualesquiera que sean los valores de la variable principal.

En resumen, la principal ventaja de la aproximacion modelo-asistida es que
proporciona inferencias vélidas bajo el modelo ajustado y al mismo tiempo
esta protegido contra una inapropiada especificaciéon del modelo en el sentido
de proporcionar inferencias vélidas basadas en el diseno, independientemente
de los valores poblacionales para la variable de estudio.

B.3.4. Aproximacion modelo-calibrada

La perspectiva de estimacién mas reciente en muestreo de poblaciones fini-
tas es la llamada aproximacién modelo-calibrada, la cual fue desarrollada por
Wu y Sitter (2001a).

Estos estimadores se obtienen, en primer lugar, adaptando un modelo de
superpoblacién, y a continuacion, usar los valores estimados mediante este
modelo en la etapa de estimacion. Se trata por tanto, al igual que los esti-
madores basados en modelos, de estimadores dependientes del modelo.

Otro ejemplo de estimadores modelo-calibrados son los propuestos por
Chen y Wu (2002). Asumiendo esta aproximacion, estos autores proponen
estimadores para la funcion de distribucion bajo el método de verosimilitud
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empirica.

Notamos que al ser estimadores dependientes del modelo, presentaran simi-
lares propiedades a las destacadas en los estimadores basados en modelos. Por
ejemplo, tienen un destacado grado de dificultad en la computacién y un pobre
cumplimiento cuando el modelo ajustado es incorrecto.
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Apéndice C

Programacion de estimadores
mediante el software R

Todos los estudios de simulacién en este texto se han llevado a cabo me-
diante el lenguaje de programacion R. Todos los procedimientos y funciones
para obtener en R tanto los estimadores propuestos en este texto como el
resto de estimadores para cada diseno muestral estan disponibles en el pre-
sente apéndice.

Son numerosas las razones por las que se ha usado este software. En primer
lugar, es un lenguaje intuitivo con una gran cantidad de argumentos estadisti-
cos que facilitan la implementacion de los estimadores propuestos. Otros pro-
gramas como Mathematica, Matlab, C' + +, etc., carecen de tales proce-
dimientos estadisticos. Por otro lado, es un paquete que destaca por su rapidez
y que permite obtener el mayor nimero de simulaciones en menor tiempo. R
es un lenguaje de programacién gratuito y disponible a cualquier usuario, al
contrario de otros especificos de estadistica como SAS, que debido a sus al-
tas licencias esta disponible, en la mayoria de los casos, a grandes empresas.
El dispositivo grafico que dispone R y su compatibilidad con S — PLUS son
otros argumentos hacen que la mayoria de los investigadores en el campo del
muestreo en poblaciones finitas se decanten por este software. Sirva de ejemplo
los articulos publicados en este sentido (por ejemplo Wu, 2005) asi como las
conferencias internacionales sobre el programa R que también se estan abrien-
do paso, como la segunda conferencia internacional de usuarios de R que se
celebré recientemente del 15 al 17 de junio de 2006 en Viena, Austria. De hecho,
el gran auge que esta teniendo este software hace que se estén introduciendo
dia a dia nuevos procedimientos y paquetes estadisticos.
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C.1. Introduccion
C.1.1. Funciones complementarias

Del ta<-function(t, vector)

# Cbtiene un vector “resul” que indica |los valores del vector “vector” que son
# menores o mayores que “t”
{resul <-t>=vector

resul

}

Prob. i ncl usi on. Mas<-functi on(N, n)
# Obtiene las probabilidades de inclusién de priner y segundo orden de una
# nmuestra obtenida bajo MAS cuando |os tamafios pobl acionales y nuestrales son
# “N y “n”, respectivanente.
{ Pi <-vector (I en=n)
for (i in1:n) Pi[i]<-n/N
Pi j <-matrix(nro=n, nco=n)
for (i in 1:n)
for (j in 1:n)
if (i '=j)
Pijli,jl<-(n/N*( (n-1)/(N-1) )
else Pij[i,i]<- Pi[i]
list(Pi=Pi, Pij=Pij)
}

si mul aNR<- f uncti on(f, df)
# Calcula la soluci 6n de “f=0" nedi ante Newton-Raphson. “df” es la derivada de
# “f”. Se hacen un méxino de 100 iteraciones
{tol <-10"(-10)
i ter<-100
x0<-0
i<-1
while (i<iter)
{ x1<-x0-f (x0)/df (x0)
if (f(x1)==0) i<-iter
if (abs(x1-x0)<tol) i<-iter
x0<-x1
i<-i+1
}
x1

}

si mul aNRv2<-function(f, df)
# ldem pero evita que se interrunpa el programa en caso de no existir solucién
{tol <-10"(-10)
i ter<-100
x0<-0
i<-1
while (i<iter)
{ x1<-x0-f(x0)/df (x0)
if (is.na(f(x1))==TRUE)
{
Est ado<-0
i<-iter
x1<-0
}

el se
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{if (f(x1)==0) i<-iter
if (abs(x1-x0)<tol) i<-iter

x0<-x1
i<-i+1
Est ado<-1
}
}
list(x1l=x1, Estado=Estado)

}

Lag2<-function(u, ds, mu)
# Idem del anterior, pero para un vector de p-variables auxiliares. “u” es una
# matriz de orden n x p, “ds” contiene las cantidades dj, y “nu” contiene |os
# totales en las restricciones (véase | a netodol ogia de verosimlitud enpirica)
{l'ength(ds)->n
if (length(u[,1]) !'=n) u<-t(u)
dsl<-matrix(nr=n, nc=1)
dsl[, 1] <-ds
| engt h(nu) ->p
mul<-matrix(nr=p, nc=1)
mul[, 1] <- mu
u<-u-rep(1,n)% % (nul)
M<- 0* mul
dif<-1
tol <-1le-08
whil e(dif>tol)
{ Di1<-0*nul
DD<- D19% % ( D1)
for(i in 1:n)
{aa<-as.nuneric(l+t (M % o%li,])
Dl<- D1+ds1[i]*u[i,]/aa
DD<-DD-ds1[i]*(u[i,] 9% (u[i,]))/aar2

W

}
D2<- sol ve( DD, D1, t ol =1e-100)
di f <-max(abs(D2))
rule<-1
whi | e(rul e>0)
{rule<-0
if(mn(l+t(MD2)%% (u))<=0 ) rule<-rul e+l
i f(rule>0) D2<-D2/2

}
Mk- M- D2
}
M

}

densi dad<-functi on(vector, punto)
# Cbtiene la funci 6n densi dad del vector “vector” en el punto “punto”.
{
N <- | ength(vector)
L <- floor(N'(0.5))
k <- 2* L+ 1 # ahora he de calcular el d_k(punto)
X <- sort(vector)
dis <- doubl e(N)
for(i in 1:N) dis[i] <- abs(abs(punto) - abs(x[i]))
dis <- sort(dis)

dk <- dis[K]
final <- (k - 1)/(2 * N* dk)
final
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di vi deestrat os<-functi on(nuestral, Nnh)

# Divide “muestral” (que son las etiquetas de las unidades nuestrales) en
# estratos con ayuda de “Nh” (tanafios pobl acional es de | os estratos).
{L<-1engt h( Nn)

nmuest ral<-sort (nuestral)

tamlh<-c()

Trues<-nuestral<=Nnh[ 1]

tamlh<-c(tanth, sum(Trues))

nmuest ral<-setdi ff (nuestral, nuestral[ Trues])

for (hin 2:L)

{Trues<-muestral<=sum(Nh[ 1: h])

tamlh<-c(tanth, sum(Trues))

nmuest ral<-setdi ff (nuestral, nuestral[ Trues])

}
tamLh

}

af i j aci on. propor ci onal <-function(n, Nh)
# otiene los tamafios nuestrales de cada estrato nediante afijacion
# proporcional, donde “n” es el tamafio de la nuestra y “Nh” son |os
# tamafios pobl aci onal es de | os estrat os.
{ (n/ sun(Nh) ) *Nh->ni vect or
r edondeo<- round( m vect or)
sunma<- sum( r edondeo)
whil e (sumal! =n)
{ if (suma<n)
{ m vect or - redondeo- >deci nal es
order (deci nal es) - >or den
| engt h(deci mal es) ->l e
orden[| e] - >posi ci on
r edondeo[ posi ci on] <-r edondeo[ posi ci on] +1
ni vect or [ posi ci on] <-r edondeo[ posi ci on]
suma<- sum( r edondeo)

else if (suma>n)
{ r edondeo- m vect or - >deci nal es

order (deci nal es) - >or den
| engt h(deci mal es) ->l e
orden[| e] - >posi ci on
r edondeo[ posi ci on] <-redondeo[ posi cion] -1
ni vect or [ posi ci on] <-r edondeo[ posi ci on]
suma<- sum( r edondeo)

}
} #end while
redondeo
#### EJEMPLO
# afijacion. proporcional (100, c(517, 633, 350))

}
C.1.2. M étodos de muestr eo

Et i quet asHH<-f uncti on(n, x)
# Extrae una nuestra de tanafio
proporcionales a “x".
{N<-1 engt h(x)

runi f(n)->Nal ea

# Nal ea es un vector con n-nuneros aleatorios entre 0 y 1.
p<-vector (|1 en=N)

[T 1]

n” con reenplazo y con probabilidades #
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Tx<- sun( x)
for (i in L:N p[i]<-(x[i]/Tx)
B<-vect or (1 en=N)
B[ 1] <-p[1]
for (i in 2:N Bli]<-p[i]+B[i-1]
eti <-vector (I en=n)
for (i in 1:n)
{i<-1
eti[i]<-1
while (Nalea[i]>B[j])
# Cuando B[j-1]<Nal ea<=B[j], se considera |la unidad j
{ j<j+1
eti[i]<-j

# eti contiene las etiquetas de |as uni dades a sel ecci onar
eti

}

I ahiri<-function(n,x)
# Extrae una nuestra de tamafio “n” por el netodo de Lahiri.
# “x” es la variable auxiliar para extraer |a nuestra.
{
sort (x)->X
subx<-vect or (1 en=n)
N<- | engt h( x)
mL<- N- n
for(i in 1:n) subx[i]<-Xi+ml]
C<-sum(subx) # C es la suna de | os n-mayores val ores de x
nmuest r ax<-vect or (1 en=n)
sumax<-0
e<-1
whi | e( sunax<e)
{ e<-runif(1,0,0
Emas<- sanpl e( N, n)
nmuest r ax<- X[ Enmas]
sumax<- sun{ nuest r ax)

[T 1]

Emas # Enas contiene las etiquetas para extraer |a nuestra.

}

Et i quet as. mi dzuno<-function(n, z)
# Extrae nuestra de tamafio “n” por el nétodo de M dzuno
# auxiliar para extraer la prinera unidad.
{ j<-EtiquetasHH(1, z) # Funci 6n que extrae una uni dad proporcional a z.
N<- 1 engt h( z)
E. todas<-1: N
E.resto<-setdi ff(E. todas,]j)
Em dzuno<-1:n-1
Em dzuno<- sanpl e(E. resto, n-1)
Em dzuno<-c(j, Em dzuno)
Emi dzuno

}

Eti quet as. Poi sson<-functi on(n, x)
# Extrae 1 nuestra de tamafio “n” nedi ante un nuestreo de Poi sson
# x: Es la variable auxiliar para extraer |a nuestra.
{ l'ength(x)->N
val or.c<-runif(1,0,1)
val ores. R<-runi f(N, 0, 1)
nmuestra<-c()

” “woon

z" es |la variable
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sum(x) ->Total . X
z<-x/Total . X
for (i in 1:N)
{ if ( valor.c<=valores.Ri] &&% valores.Ri]<valor.c+n*z[i] && n*z[i]<=1-
val or.c) mnuestra<-c(rnuestra,i)
else if (valores.Ri]<valor.c+n*z[i]-1 | valores.Ri]>=valor.c ) if
(n*z[i]>1-valor.c) nuestra<-c(nuestra,i)
}
| engt h( nuestra)->n. obt eni do
nuestra
#### EJEMPLO
#Eti quet as. Poi sson( 50, Fanl500[, 2])

}

C.1.3. Funcionesdedistribucion basicas

“vectory”: Datos nmuestral es de una variable. Vector de longitud “n”.
Nota: Si Pi=1y longitud de vectory=N, obtiene |a verdadera F.d.

F. di stribuci on. HT<-functi on(N, t, Pi, vectory)

# Estimaci 6n Horvitz Thonpson de la F.distribuci én. Los paranetros son:
# “N' : Tanmfio de | a Pobl aci 6n

# “t” . Para que calcule la F.d en el punto "t".

# “Pi”: Prob. de inclusién. Puede ser un nunero o vector de longitud n.
#

#

{

| engt h(vectory)->n
Delta(t, vectory)->vectorD
Fd<- (1/ N) *sum(vectorDJ Pi)
Fd

}

F. di stribuci on. Hk<-function(N, t, Pi,vectory)
# Estinmacion tipo Hajek para la F.d. Los paranetros de entrada son |os m snps
# que | os definidos en la funci6n anterior.

| engt h(vectory)->n

Delta(t, vectory)->vectorD
Fd<-sum(vector D/ Pi )/ sum(1/ Pi)
Fd

}

F. di stribucion.r<-function(N,t, Pi, nuestray, nuestrax, dat osx)
# Obtiene la estimaci 6n tipo razén para |la funci 6n de distribuci én.
# “dat osx” son | os datos poblacionales de |la variable auxiliar x.

{ | engt h( nuestray)->zn
Delta(t, rmnuestray)->vectorDy
if (sun{vect or Dy) ==zn) Fd<-1
el se if (sunm(vectorDy)==0) Fd<-0
el se

{ Rgorro<-sum(nuestray/Pi)/sunmrmuestrax/Pi)
Delta(t, Rgorro*mnuestrax)->vect or DRX
i f (sum(vectorDRx)==0) Fd<-0
el se
{Del ta(t, Rgorro*datosx)->vector DRX
Fd<- (1/N) * ( sum(vectorDy/Pi)/sunmvectorDRx/Pi) ) * sum(vect or DRX)
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F. di stribucion.dl<-function(N,t, Pi, nmuestray, nuestrax, dat osx)
# Estimacion tipo diferencia para la F.d.El factor de correcci 6n es d=1.
{ | engt h( nuestray)->n

Rgor r o<- sun{ ruest ray/ Pi ) / sum( nuest r ax/ Pi)

Delta(t, rmnuestray)->vectorDy

Delta(t, Rgorro*mnuestrax)->vect or DRX

Delta(t, Rgorro*datosx)->vector DRX

Fd<- (1/N)*(sum(vect or Dy/ Pi ) +(sun(vect or DRX) - sum(vect or DRx/ Pi )))

Fd

}

F. di stribuci on. dopt.est<-function(N,t, Pi, nuestray, nuestrax, dat osx)
# F.d. de tipo diferencia con factor de correcci 6n 6pti no.

{ | engt h( nuestray)->n

Rgor r o<- sun{ rmuest ray/ Pi )/ sum( nuest r ax/ Pi)
Delta(t, rmnuestray)->vectorDy
Delta(t, Rgorro*nuestrax)->vect or DRX
Delta(t, Rgorro*datosx)->vector DRX
Fd. Hk<- sum(vect or Dy/ Pi ) / sum( 1/ Pi )
Fd. RX<- (1/ N) *sum( vect or DRX)
SY<-(1/(n-1))*sum (vectorDy-Fd. H)"2 )
SX<-(1/(n-1))*sum( (vector DRx- Fd. RX) "2 )
Ro<-cov(vectorDy, vectorDRx)/var (vector DRx)
if (SX==0) d.optinob<-1 else d.optino<-Ro*SY/ SX
di <- 1/ Pi
Fd<- (1/N)*( sum(di *vect or Dy) +d. opt i no* (sum( vect or DRX) - sunm( di *vect or DRx)) )
Fd
}

F. di stribucion. CD<-function(N,t, Eti quetas, nuestray, nmuest r ax, dat osx)
# Funci 6n de Distribuci 6n de Chanbers y Dunstan
{ b<-sun(rnuestrax*nuestray/sqrt(nuestrax))/sum nuestrax”2/sqrt(nuestrax))
U<- (rruest ray- b*nuest rax)/ sqrt (muest r ax)
Eti.N<-1:N
Eti 2<-setdiff(Eti.N, Etiquetas)
nmuest r ax2<- dat osx[ Eti 2]
n<-1 engt h( nuestray)
n2<-N-n
g<- (t-b*nuestrax2)/sqrt(nuestrax2)
k<-vector (| en=n2)
for (j in 1:n2) k[j]<-sumDelta(q[j],V )
vector D<-Del ta(t, nuestray)
Fd<- (1/N)*(sunm(vectorD) +(1/n)*sum k) )
Fd
# EJEMPLO
# F.di stribuci on. CD( N=304, t=nedian(counties[,1]), sanple(counties[, 1], 100),
# sanpl e(counties[, 2],100), counties[, 2] )

.di stribucion. RKMc-function(N,t, Pi,Pij,nuestray, nuestrax, dat osx)
Funci 6n de Distribuci 6n de Rao, Kovar y Mantel
n<-1 engt h( nuestray)
Rgor r o<- sun{ ruest ray/ Pi ) / sum( nuestr ax/ Pi)
destrella<-(1/Pi)/sum 1/ Pi)
vect or - vect or (| en=N)
gN<- (t- Rgorro*dat osx)/sqrt (dat osx)
gn<- (rmuestray- Rgorro*nuestrax)/sqrt (ruestrax)
for (j in 1: N vectordj]<-sun(destrella*Delta(qNj],qn))
vect or @<-vect or (1 en=n)
vnl<-(t-Rgorro*ruestrax)/sqrt(nuestrax)
vn2<- (nuestray- Rgorro*nuestrax)/sqrt (nuestrax)

~ 7 —
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for (j in 1:n) vector&Q[j]<-(LsumPi[j]/Pij[j,]))*
sum( (Pi[j]/Pij[j,])*Delta(vnl[j],vn2) )
vect or Dy<-Del ta(t, nuestray)
Fd<-(1/N)*(sum(vectorDy/Pi) + sum(vector@ - sunm(vector@/Pi) )
Fd

}

F. di stribucion.vl<-function(Tipo.de.Fd, N t,Pi,vectory)

# En funci on del val or asignado a “Ti poFd” obtiene:
# Ti poFd = 1: Estimador de Horwi tz- Thonpson (HT)
# Ti poFd 2: Esti nador de Hayek ( Hk)

{

swi tch(Ti po. de. Fd,
Fd<-F. di stribucion. HT(N, t, Pi , vectory),
Fd<-F. di stribucion. HK(N, t, Pi, vectory)

Fd
}

F. di stribuci on<-
function(TipoFd, N, t,Pi, Pij, Etiquetas, nuestray, nuestrax, datosx)
# En funci on del val or asignado a “Ti poFd” obtiene:

# Ti poFd = 1: Estimador de Horwi tz- Thonpson (HT)
# Ti poFd = 2: Estimador de Hayek ( Hk)
# Ti poFd = 3: Esti nador de Razodn (r)

# TipoFd = 4: Estimador de Diferencia (d1)
# Ti poFd = 5: Esti mador de Chanbers y Dunstan (CD)
# Ti poFd = 6: Esti nador de Rao, Kovar y Mantel (RKM

{

swi t ch(Ti poFd,
Fd<-F. di stri buci on. HT(N, t, Pi , nuestray),
Fd<-F. di stri buci on. HkK(N, t, Pi , nuestray),
Fd<-F.di stribucion.r(N,t, Pi, muestray, nuestrax, dat osx),
Fd<-F. di stri buci on. d1(N,t, Pi, nuestray, nmuest r ax, dat osx),
Fd<-F.di stribucion. CD(N, t, Eti quetas, nuestray, nmuestrax, dat osx),
Fd<-F. di stri buci on. RKM N, t, Pi, Pi j, nuestray, nmuestr ax, dat osx),

)
Fd
}
F. di stribucion. PS<-function(Nh, nh, t , Pi , vectory)
# F.d. estinmada de Silva y Skinner. Los paranetros de entrada son
# “Nnh” : Tamafios pobl aci onal es de estrat os.
# “nh” : Tamafios nuestral es de estratos.
# “t” :Para que calcule la F.d en el punto "t"
# “Pi” :Prob. de inclusién. Puede ser un N° o un vector de longitud "n"
# vectory: Datos nuestrales de una variable. Vector de longitud "n"
{

N<- sun( Nh)

L<-1 engt h( Nn)

Nh. gor r o<-vect or (| en=L)
Fd. g<-vector (| en=L)
suma<-0

for (hin 1:L)

if (h!=1)
a2<-sunm(nh[1: (h-1)])+1
el se
az2<-1
b2<- sun(nh[1: h])
Nh. gorro[ h] <-sunm( 1/ Pi [ a2: b2])
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Fd.g[h] <- sum(Delta(t,vectory[a2:b2]) / Pi[a2:b2] ) / Nh.gorro[h]
suma<- suma+ Nh[ h] *Fd. g[ h]

}
Fd<- (1/ N) *suna
list(Fd=Fd, Fd.g=Fd.g, Nh.gorro=Nh.gorro)
}

F. di stribucion. SJT<-function(Q.1,t,vectory.2,vectorx. 1, vectorx.2)
# F.distribucion estinmada de Singh, Joarder y Tracy.

# Muestras obtenidas bajo M biféasico. “vectory.2” y “vectorx.2” son |os datos
# dey y x de la nuestra de la 22 fase. “vectorx.1” son |los datos de la prinera
# fase. “Qx.1"” es el estinmador del cuantil de x obtenido a partir de la prinera

muestra y “t” es punto para evaluar la F.d.

{

nx. 1<- sum(vect or x. 1<=X. 1)

nx. 2<-sum(vect or x. 2<=X. 1)

taml<-| engt h(vect orx. 1)

tank<-l engt h(vectory. 2)

TruesA. x2<- vectorx. 2<=Xx. 1

Fd. YA<- sun( vectory.2[TruesA x2]<=t ) [/ nx.2
TruesB. x2<- vectorx.2>X. 1

Fd. YB<- sum( vectory.2[ TruesB.x2]<=t ) / (tanR-nx.2)
Fd<- ( (nx.1*Fd.YA) / tanl) + ( (tanml-nx.1)*Fd. YB/taml )
Fd

}

vari anza. PS<-function(Na, Pi, Pij)

# otiene la varianza estinmada del estinador de la F.d. de Silva y Skinner. “N
# es el tamafio poblacinal, “a” esta definido en Silva y Skinner (1995), y “Pi”
#'y “Pij” son | as probabilidades de inclusion

n<-| engt h(a)
suma<-0
I ndi ces<-1:n
for (j in 2:n)
Ind.i<- Indices < j
Ind.i <- Indices[Ind.i]
for (i inlInd.i)
suma<-suma+ ( (Pi[i]*Pi[j]-Pijli,j])/Pij[i,j] )Y*(a[i]/Pi[i]l-a[j]l/Pi[j])"2

var<- (1/ N*2) *suma
var

}

covari anza. PS<-function(N, al, a2, Pi, Pij)
# Covarianza estinada del estimador de la F.d. de Silva y Skinner

{
n<-| engt h(al)
suma<-0
I ndi ces<-1:n
for (j in 2:n)
{ Ind.i<- Indices < j
Ind.i <- Indices[Ind.i]
for (i inlInd.i)
suma<-suma+ ( (Pi[i]*Pi[j]-Pijli,j])/Pij[i,j] )Y*(al[i]/Pi[i]-a2[jl/Pi[j])"2

var<- (1/ N*2) *suma
var

}
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C.1.4. Cuantilesbasicos

cuantil . HT. Rapi do<-function(Ti poFd, beta, N, Pi , vectory)

# btiene el cuantil estinmado de orden “beta” cuando la F.d es de HT o Hk. Si
# Pi=1 y longitud de “vectory”="N', calcula el verdadero cuantil. Se usa un

# al goritno de biseccion para una blsqueda mas eficiente.

if (beta<O | beta>1) stop("Introduce un cuantil beta entre [0, 1]")
I engt h(Pi)->nl
| engt h(vectory)->n
if (n1!=1)
{
if (n1!=n) stop("Longitud distinta. \n", "vectory: \n",vectory,"\n", "Pi:
\n",Pi,"\'n")

sort (vectory)->dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd. n<-F. di stri buci on. v1(Ti poFd, N, t, Pi , dat 0s)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A!=1)
{ t<-datos[M
Fd<-F. di stri buci on. v1(Ti poFd, N, t, Pi , dat 0s)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M }
el se t<-datos][ B]

}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }

t

# EJEMPLO

# cuantil . HT. Rapi do(1, beta=0. 47, N=100, Pi =1, vect ory=1: 100)
}

cuantil <-

function(Ti poFd, beta, N, Pi , Pij, Eti quetas, mnuestray, nuestrax, datosx)

# btiene el cuantil estinmado de orden beta cuando se usan distintos tipos de
# F.d. Se hace uso de un netodo de bisecci 6n para su cal cul o.

if (beta<O | beta>1) stop("lIntroduce un cuantil beta entre [0, 1]")

I engt h(Pi)->nl

| engt h( nuestray)->n
if (n1!=1)

{ if (n1!=n) stop("Longitud distinta. \n", "nuestray: \n",nuestray,"\n"
"Pi: \n",Pi,"\n")

}

sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
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A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd.n<-F.distribucion(1, N t,Pi,Pij, Etiquetas, mnuestray, mnuestrax, datosx)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A'!=1)
{ t<-datos[M
Fd<-F. di stri buci on(Ti poFd, N, t, Pi , Pi j, Eti quet as, nuestray, nuest r ax, dat osx)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }

t

# EJEMPLO

# cuantil (Ti poFd=1, bet a=0. 47, N=100, Pi =1, nuestray=1: 100)
}

cuantil . HK<-function(Ti poFd=2, bet a, N, Pi , nuest ray)
# Obtiene el cuantil de orden “beta” estinado de tipo Haj ek

| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd. n<- F. di st ri buci on(Ti poFd=Ti poFd, N=N, t =t , Pi =Pi , nuest ray=nuestr ay)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A'!=1)
{ t<-datos[M
Fd<-F. di stri buci on( Ti poFd=Ti poFd, N=N, t =t , Pi =Pi , nuest r ay=nuest r ay)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }

t

# cuantil.HK(Ti poFd=2, bet a=0. 47, N=100, Pi =1, nuest ray=1: 100)
}
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cuantil.r<-function(beta, N, Pi, nuestray, nuestrax, x)
# Cbtiene el cuantil de orden “beta” estimado de tipo razoén
{
| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd.n<- F.distribucion.r(Nt,Pi, nuestray, nuestrax, X)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A!=1)
{ t<-datos[M
Fd<-F.di stribucion.r(N,t, Pi, muestray, nuestrax, Xx)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }

t

# eti<-sanpl e( 1500, 100)

# cuantil.r(beta=0.50, N=1500, Pi =100/ 1500, nuest r ay=Fanml500[ eti, 1],
# muest rax=Fanml500[ eti, 2], x=Fanil500[, 2])

}

cuantil.dl<-function(beta, N, Pi, nuestray, nuestrax, X)
# Obtiene el cuantil de orden “beta” de tipo diferencia (con factor d=1)
{
| engt h(nuestray)->n
sort (rnuestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd. n<- F.distribucion.dl(N,t, Pi, muestray, nuestrax, Xx)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A!=1)
{ t<-datos[M
Fd<- F.distribucion.d1l(N,t, Pi, muestray, nuestrax, Xx)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]
}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}
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}

else { t<-datos[n] }
t

}

cuantil.dopt. est2<-function(beta, N, Pi, nuestray, nuestrax, x)
# Cuantil de orden “beta” de tipo diferencia (con factor d 6ptino

| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <-dat os[ 1]
Fd<- beta-1
i<-0
whi | e (Fd<bet a)
{i<-i+1
i f(i>n)
{
t <- dat os[ n]
Fd<- bet a+1
}

el se

{

Fd<- F.distribucion.dopt.est(Nt,Pi,nuestray, muestrax, Xx)

t<-datos[i]
}
}
}

cuantil.CD<-function(beta, N, eti quet as, nuestray, nuestrax, X)
de orden “beta” de tipo Chanbers y Dunstan.

# btiene el cuantil

{

| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f 1 oor (n/ 2)

Fd. n<- F.distribucion. CD(N, t, etiquetas, mruestray, nuestrax, Xx)

i f (Fd.n>beta)

while(B-A!=
{ t<-datos

1)
(M

Fd<- F.distribucion.CD(N,t,etiquetas, nuestray, nuestrax, X)
i f (Fd>beta)

{

else if

B<-M

Me-f | oor ((A+B)/ 2)
B<- A+1

if (A==B)
t <- dat os|[ B]

( Fd<bet a)

{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } el se t<-datos[B]

}
else {B<-2 ; A<-1 ;

}

else { t<-datos[n] }
t

}

t<-datos[ M}
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cuantil.RKMc-function(beta, N,Pi, Pij, nuestray, nuestrax,x)
# btiene el cuantil de orden “beta” de tipo Rao, Kovar, Mantel
{
| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd. n<- F.distribucion. RKM N, t,Pi,Pij, nuestray, nmuestrax, X)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A'!=1)
{ t<-datos[M
Fd<- F.distribucion.RKMN,t,Pi,Pij, mnuestray, nmuestrax, X)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } el se t<-datos|[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }
t

}

cuantil.PS<-function(beta, Nh, nh, Pi, vectory)
# Obtiene el cuantil estinmado utilizando la F.d de Silva y Skinner

if (beta<O | beta>1) stop("lIntroduce un cuantil beta entre [0, 1]")
I engt h(Pi)->nl
| engt h(vectory)->n
if (n1!=1)
if (n1!=n) stop("Longitud distinta. \n", "vectory: \n",vectory,"\n",
"Pi: \n",Pi,"\n")
Fd<- -1
sort(vectory)->datos. sort
i<-0
n<- sumn( nh)
t n<- dat os. sort[n]
Salida<- F.distribucion.PS(Nh, nh, tn , Pi , vectory)
Fdn<- Sal i da$Fd
if (Fdn<beta) t<-tn
el se
whi | e (Fd<bet a)
{

i<-i+1

t<-datos.sort[i]

Salida<- F.distribucion.PS(Nh, nh, t , Pi , vectory)

Fd<- Sal i da$Fd
}
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cuantil.SJT<-function(beta, .1, vectory. 2, vectorx. 1, vectorx. 2)
# Estima el cuantil de orden “beta” para la Fd de Singh, Joarder y Tracy. Se
# tienen |l os msnos paranetros que “F.distribucion. SIT".

if (beta<O | beta>1) stop("lIntroduce un cuantil beta entre [0, 1]")
Fd<- -1
sort(vectory. 2)->datos. sort
i<-0
tank<-l engt h(vectory. 2)
t n<-dat os. sort[tan?]
Fdn<-F. distribucion. SIT( .1, tn , vectory.2,vectorx. 1, vectorx.2)
if (Fdn<beta) t<-tn
el se
whi | e (Fd<bet a)
{
i<-i+1
t<-datos.sort[i]
Fd<-F.distribucion. SJT( .1, t , vectory.2,vectorx.1,vectorx.2)

}

C.2. El mé&odo deverosimilitud empirica

C.2.1. Tratamiento de datos faltantes

Fal t ant es. MAS<-function(NonbreP, R n, y, X, p, Q)

# Sinmulaci6n para la estimaci 6n de |a nedia poblaci onal bajo MAS en presencia
de datos faltantes. Cbtenci 6n de vari os esti madores.

“NonbreP”: Nonbre de | a pobl aci 6n

“R': Nanero de nuestras a extraer (Replicas).

[T 1]

n”: Tamafio de |la nuestra
“y”: Datos poblacionales de |la caracteristica de interés.
“x": Datos poblacionales de |la variable auxiliar.
“p”, “q”": Ninero de datos faltantes.

HFHHFHHFHFHRHEHR

Cant i dades general es

N<- 1 engt h(y)

N2<- | engt h(x)

if(N!= N2) stop("Los vectores $y$ y $x$ tienen distinta |ongitud")
if(n >N stop("El tamafio de nmuestra es mayor que N. Canbia $n$")
Xmedi a<- mean( x)

Ynedi a<- mrean(y)

nl<-n-p-q

ul<-vector (Il en=nl)

destrell al<-1/nl

destrell al2<-1/ (nl+p)

pesosl<-vector (|l en=nl)

pesosl2<-vector (|l en=nl)

psumal<-0

psumal2<-0

# Ficheros para escribir resultados.

sal i daEsti mador <- paste("C.\\ PEMLE\\ Fal t ant es\\ est _Mas_",
NonbreP," R',R "n",n,"p",p,"q",q,".txt", sep="")
salidaError<-paste("C\\PEMLE\\ Fal tantes\\err_Mas_", NonbreP," R’
R"n",n "p",p, ".txt",sep="")

ecnPem el<-0 ; sesPenl el<-0 ; ses2Penl el<-0
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ecnPenl e12<-0 ; sesPenl el2<-0 ; ses2Pem el12<-0

ecmrl<-0 ;. sesTl<-0 ;. ses2T1<-0
ecmr2<-0 ;. sesT2<-0 i ses2T2<-0
ecml3<-0 i sesT3<-0 ; ses2T3<-0
ecmr4<-0 ;. sesT4<-0 i ses2T4<-0
ecnyal fa<-0 ;. sesYalfa<-0 ; ses2Yal fa<-0
ecmivt p<-0 ;. sesYtp<-0 ; ses2Ytp<-0
ecmiyreg<-0 i sesYreg<-0 ; ses2Yreg<-0
ecmvas13<-0 ;. sesMas13<-0 ;. ses2Mas13<-0
for (i in 1:R
{
suma<-0

repeticiones<-0
while (suma !=1)
{ sanpl e( N, n) - >eti quet as

sanpl e(eti quet as, p) - >eti quet as2
setdiff(etiquetas, etiquetas2)->etiquetasnp
sanpl e(eti quetasnp, Q)->etiquetas3
setdiff(etiquetasnp, etiquetas3)->etiquetasl

# Muestras de $y$ y de $x$:
nmuestrayl<-y[etiquetasl]
nmuest rax1l<- x[ eti quet asl]
nmuest r ax2<- x[ et i quet as2]
nmuestray3<-y[ eti quet as3]
nmuest rayl1l3<-c(ruestrayl, nuestray3)
nmuest rax12<-c(nuestraxl, nuestrax2)

# Cal cul o de | os pesos del PEM.E
ul<-nmuest raxl- Xnedi a
ul2<-nuestrax12- Xmedi a
f<-function(x) sun(destrellal*ul/ (1+x*ul))
df <-function(x) -sun(destrellal*ul”2*(1+x*ul)”~(-2))
si mul aNR(f, df ) - >l anbdal

f<-function(x) sun(destrellal2*ul2/(1+x*ul2))
df <-function(x) -sun(destrellal2*ul2/2*(1+x*ul2)"(-2))
si mul aNR(f, df ) - >l anbdal2
for (j in 1:nl)

# Val ores del vector "p" de cada nuestra para cal cul ar PEMLE
pesosl[j]<-destrellal/ (1+l anbdal*ul[j])
pesosl2[j]<-destrellal/ (1+l anbdal2*ul[j])

}
repetici ones<-repetici ones+1
if (repeticiones>100) stop("No es posible obtener sunm(p)=1.")
suma<- sum pesosl)
} # Fin del Wile
psumal<- psurmal+sun{ pesosl)
psumal2<- psumal2+sum pesosl?)
# Val ores de las varianzas y Covari anzas
# Para al fa.optino
s2y<-var (nuestrayl13)
s2x<-var (nuestrax12)
sxy<-cov(nuestraxl, nuestrayl)
Bgor r o<- sun{ as. nuneri c(nuestraxl) *as. nuneri c(nuestrayl))/
sun{as. numeri c(nuest raxl)"2)
Var Y1<- (s2y/ nl) *(1-nl/ N
Var X1<- (s2x/ n1) *(1-nl/ N
Var Y3<-(s2y/q)*(1-g/ N
CovY1X1l<-(1/ nl1-1/N)*sxy
Al<- Var Y1+Bgorr o"2* Var X1- 2* Bgor r o* CovY1X1
Cl<-Var Y3
ifelse( (n-p)/2>=q , CovYlY3<-(1l/nl-1/N)*s2y, CovY1lY3<-(1/g-1/N)*s2y
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ifelse( (n-p)/2>=q , CovX1lY3<-(1l/nl-1/N)*sxy, CovX1lY3<-(1/g-1/N)*sxy )
D1<- CovY1Y3- Bgorr o* CovX1Y3
al f aOPT<- (C1-D1)/ (A1+C1- 2*D1)
# Para Ynedi a.t het a. Phi
A3<- Var Y3- CovY1lY3
ifelse( (n-q)/2>=p , CovY1X2<-(1l/nl-1/N)*sxy, CovY1X2<-(1/p-1/N)*sxy )
ifelse( p>=q , CovY3X2<-(1/p-1/N)*sxy, CovY3X2<-(1/Qg-1/N)*sxy )
C3<- CovY1X1- CovY1X2- CovX1Y3+CovY3X2
D3<- CovY1X2- CovY3X2
E3<- Var Y1+Var Y3- 2* CovY1Y3
ifelse( (n-q)/2>=p , CovX1X2<-(1l/nl-1/N)*s2x, CovX1X2<-(1/p-1/N)*s2x )
Var X2<- (s2x/ p) *(1-p/ N
F3<- Var X1+Var X2- 2* CovX1X2
G3<- Var X2- CovX1X2
H3<- CovX1Y3- CovY3X2
nune<- C3* ( A3- Bgor r o* D3) +E3* ( Bgor r o* G3+H3)
deno<- E3*F3- C3"2
Phi <- (1/ Bgorr o) *( nune/ deno)
Thet a<- (A3+Bgorro*(Phi *C3-D3) )/ E3
# Para estinmador Ytotal.regresion2 de Rueda- Gonzal ez (2004)
Areg<-2*Var YI*N'2 + 2*Var Y3*N'2 - 4*CovY1lY3*N'2
Breg<-2*Bgorro* N'2*( (-1)*CovY1X1+CovY1X2+CovX1lY3- CovY3X2 )
Creg<-(-2)*Var Y3* N*'2+2* CovY1Y3* N*2+2* Bgorr o* N*2* ((- 1) *CovY1X2 +CovY3X2)
Dr eg<- 2*Bgorro”2* N'2* ( Var X1+Var X2- 2* CovX1X2)
Er eg<- 2*Bgorr o* N*2* ( (- 1) * Bgor r o* Var X2+Bgor r o* CovX1X2- CovX1Y3+CovY3X2 )
bet aREG<- ((Breg*Creg-Areg*Ereq)/ (Areg*Dreg-Breg"2))
al faREG<- -Creg/ Areg -(Breg/ Areg) *bet aREG
####### ESTI MADORES
# Estinmador de verosimlitud enpirica. Miestra 1
Pem el<- sun( pesosl*nuestrayl)
ecnPemnl el<- ecnPem el+( Pem el- Ynedi a) 2
sesPemnl el<- sesPeni el+abs(Penl el- Ynedi a)
ses2Penl el<- ses2Peni el+(Pemnl el- Ynedi a)
# Estinmador de verosimlitud enpirica. Miestra 12
Pem el2<-sum pesosl2*nuestrayl)
ecnPenl el2<- ecnPent el2+( Penl el12- Yredi a) 2
sesPemnl el2<- sesPenl el2+abs(Per e12- Ynedi a)
ses2Pen el2<-ses2Pen el2+(Pem el2- Ynedi a)
# Estimador directo. Miestra 1
Mas1l<- mean( nuestrayl)
# Estinador directo. Miestra 13 (Base)
Mas13<- mean(muestrayl3)
ecnmVas13<- ecnmvas13+( Mas13- Ynedi a) *2
sesMas13<- sesMas13+abs( Mas13- Ynedi a)
ses2Mas13<- ses2Mas13+( Mas13- Ynedi a)
Para obtener el estinmador T1
nune<- ( nl*nmean(nuestraxl) + p*nean(nuestrax2) )
deno<- (n-q) *nmean( nuestraxl)
T1<- Masl1l*( nune/ deno)
ecnrl<-ecnTl+(T1- Ynedi a)*2
sesTl<-sesTl+abs(T1- Ynedi a)
ses2T1<-ses2T1+(T1- Ynedi a)
# Para obtener el estimador T2
nune2<- deno
deno2<- nune
T2<- Mas1*(nunme2/ deno?2)
ecnir2<- ecnm2+( T2- Ynedi a) *2
sesT2<-sesT2+abs(T2- Ynedi a)
ses2T2<-ses2T2+( T2- Ynedi a)
# Para obtener el estimador T3
nune<- (nl*nmean( nuestraxl) +p*nean( nuestrax2))*(nl*Masl+qg*nean(nuestray3))

H
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deno<- (n-q)*(n-p)*mean(nmuestraxl)*Masl
T3<- Mas1* ( nume/ deno)
ecnr3<- ecnm3+( T3- Ynedi a) "2
sesT3<-sesT3+abs(T3- Ynedi a)
ses2T3<-ses2T3+( T3- Ynedi a)
# Para obtener el estinmador T4
nune<- ( nl*Masl+qg*nean(nuestray3) )*(n-q)*nmean(nuestraxl)
deno<- ( nl*mean(rnuestraxl) + p*mean(nuestrax2) )*(n-p)
T4<- (nure/ deno)
ecnir4<- ecnT4+( T4- Ynedi a) *2
sesT4<- sesT4+abs(T4- Yrnedi a)
ses2T4<- ses2T4+( T4- Ynedi a)
# Para htener YnediaAlfa y el Ynedia_ theta Phi
Mas3<- mean( nuestray3)
Yal f a<- al f aOPT* Penl el+( 1- al f aOPT) *Mas3
ecn¥al f a<- ecnival f a+( Yal f a- Ynedi a) *2
sesYal f a<-sesYal f a+abs(Yal f a- Ynedi a)
ses2Yal f a<- ses2VYal f a+( Yal f a- Ynedi a)
Yt p<- Thet a* Mas1+( 1- Thet a) * Mas3+
Bgor r o* ( Xmedi a- Phi *mean( nuestrax1) - (1- Phi ) *mean( nuestr ax2))
ecmvyt p<- ecmvt p+( Yt p- Ynedi a) "2
sesYt p<-sesYt p+abs( Yt p- Ynedi a)
ses2Yt p<-ses2Yt p+( Yt p- Ynedi a)
# Para obtener Ynedi aREG
Yr eg<- al f aREG* Mas1+( 1- al f aREG) * Mas3+ Bgorr o* ( Xnedi a-
bet aREG mean( nuest r ax1) - ( 1- bet aREG * mean( nuest r ax2))
ecmyr eg<- ecmvyr eg+( Yr eg- Ynedi a) "2
sesYreg<-sesYreg+abs(Yreg- Ynedi a)
ses2Yreg<-ses2Yreg+( Yreg- Ynedi a)
## Se escriben estimadores
| i nea<-paste(i, Ynedia, Masl1l3, Pemrlel, Penlel2, Yalfa, Ytp, Yreg,
T1,T2,T3, T4, sep="\t")
write(linea, file=salidaEstinmdor, ncolums=1, append=T)

}
## AHORA SE ESCRI BEN LOS ERRORES
ecnmvas13<- ecnmvas13/ R
Recmvas13<- 1
RecnPem el<- (ecnPem el/ R)/ ecmvVas13
RecnPem el2<- (ecnPem €12/ R)/ ecmvas13
RecniTl<- (ecniTl/ R)/ ecnmVas13
Recnif2<- (ecniT2/ R) / ecnmVas13
RecniT3<- (ecnif3/ R)/ ecnmVas13
RecniT4<- (ecniT4/ R) / ecnmVas13
Recmival f a<- (ecnival f a/ R)/ ecnmvas13
Recmivt p<- (ecn¥t p/ R)/ ecnmvas13
Recmir eg<- (ecn¥reg/ R)/ ecnmVas13
RsesMas13<- sesMas13/ ( R* Ynedi a)
RsesPem el<- sesPeni el/ (R* Ynedi a)
RsesPem el2<-sesPem el2/ (R* Ynedi a)
RsesTl<-sesT1l/ (R*Ynedi a)
RsesT2<-sesT2/ (R*Ynedi a)
RsesT3<-sesT3/ (R*Ynedi a)
RsesT4<- sesT4/ (R*Ynedi a)
RsesYal f a<-sesYal f a/ (R* Ynedi a)
RsesYt p<-sesYt p/ (R*Ynedi a)
RsesYreg<-sesYreg/ (R*Ynedi a)
# SESGOS RELATI VOS
Rses2Mas13<-ses2Mas13/ ( R* Ynedi a)
Rses2Pem el<-ses2Peni el/ (R* Yrnedi a)
Rses2Pem el2<- ses2Pemni €12/ ( R* Ynedi a)
Rses2T1l<-ses2T1l/ (R*Ynedi a)
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Rses2T2<-ses2T2/ (R* Ynedi a)
Rses2T3<-ses2T3/ (R* Ynedi a)
Rses2T4<-ses2T4/ (R* Yredi a)
Rses2Yal f a<- ses2Yal f a/ (R* Ynedi a)
Rses2Yt p<- ses2VYt p/ (R* Ynedi a)
Rses2Yr eg<-ses2Yreg/ (R*Ynedi a)
| i nea<- past e( psunmal, psunal2, n, p, dq,
ecnmvas13, Recnmivas13, RecnPent el, RecnPen el2,
Recnival f a, Recnivt p, Recnir eg, Recnil'l, Recnil2, RecnT3, Recnir4,
sesMas13, RsesMas13, RsesPeniel, RsesPenl el2, RsesYalfa, RsesYtp
RsesYreg, RsesTl, RsesT2, RsesT3, RsesT4,
ses2Mas13, Rses2Masl3, Rses2Penl el, Rses2Penm el2, Rses2Yalfa, Rses2Ytp
Rses2Yreg, Rses2Tl, Rses2T2, Rses2T3, Rses2T4, sep="\t")
wite(linea, file=salidaError, ncolums=1, append=T)
# EJEMPLO
# Fal t ant es. MAS( Nonbr eP, R=30, n=200, Fanml500[, 1], Faml500[, 2], 20, 15)

}

C.2.2. Estimacion modelo-asistida de la funcion de distribucion

## FUNCI ONES COVPLEMENTARI AS PARA LCS ESTI MADORES DE CALI BRACI ON ##

esti maci onHP<-function(s,y,d)

{

# “s” es la nuestra, “d” es el vector con |a probabilidades de inclusion de |as
# uni dades incluidas en * y” es la variable de estudio

ys<-y[s]

w<- d*ys

return(sumw))
}

s, €

“

cal i braci on<-function(s,y,d, X q)

{

# “X' es una matriz que contiene las v.v. auxiliares, cada fila de la mtriz
# indica una v. auxiliar. “q" es el vector de constantes en la calibracién
ys<-y[s]

Xs<- X[, s]

gs<-q[s]

xs<-t(Xs)*(d*qs)

t d<- Xs% s

ty<-estimaci onHP(s,y, d)

if (prod(svd(td)$d)==0) return(ty)
el se {

tx<-c()

Tx<-c()

for (j in L:dim(X)[1]){
tx[j]<-estimacionHP(s, X[j,],d)
TX[j]<-sum(X[j,])}

ts<-sol ve(td)

r<-Xs% 9% d*qs*ys)

B<-ts% %r)

u<- (Tx-tx) 9% 9B

tyr<-ty+u

tyrr<-tyr[1,]

return(tyrr)}

}
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di stribuci on<-function(t,y)

{ k<-t>=y
f<-sun(k) /I engt h(y)

f

}

di stribuci onv<-function(t,y)

{F<-c()

for (i in 1l:length(t) ) Fli]<-distribucion(t[i],y)
F

}

di s.invertv<-function(y, beta)

{t<-sort(y)

f<-c()

F<-di stribucionv(t,y)

for( j in 1:length(beta) )

{

w<- betalj]<=F
i <-length(F)-sumw)+1
fljl<-t[i]

f
}

calibracionfdl<-function(t,to,s,d,y, X Q)

# Obtiene estiandores de calibracion para un vector de variables auxiliares.
# “t”: vector de puntos donde querenps estimar |la funci6n de distribucioén

# “to”: vector de puntos de la variable auxiliar enpleados en | a calibracién

{
ys<-y[s] 7 Xs<-X[, s] 7 gs<-q[s] 7 XS<-t(Xs)*(d*qgs) ; td<-Xs% ¥s
ts<-solve(td); r<-Xs%o{d*qs*ys) ; B<-ts%W%r); u<-t(B)%W WX ;o z<-u[1l,]

| <-dis.invertv(z,to)
H<-array(0, di mec(l ength(l),length(y)))
for (j in L:length(l)) Hj,]1<I[j]>=z
FWs-c()

for (j in 1:length(t))

{

deltay<-t[j]>=y
FWj]<-calibracion(s,deltay,d, Hq)}
return(FWI1 ength(y))

}

calibracionfd2<-function(t,to,s,d,y, x,Qq)
# Obtiene estinmadores de calibraci 6on para una sola variable auxiliar.
# “x": es la variable auxiliar.

{

ys<-y[s] ; xs<-x[s] ; qgs<-q[s]; B<-sum(d*qs*xs*ys)/sum(d*qs*xs*xs)
z<- B*X ;o I<-to ; H<-array(0,dimc(length(l),length(y)))

for (j in 1:length(l)) Hj,]<-I1[j]>=z

FW&-c()

for (j in 1:length(t))

{

deltay<-t[j]>=y
FWj]<-calibracion(s,deltay,d, Hq)}
return(FWI1 ength(y))

}

## ESTI MADORES DE VERGCSI M LI TUD EMPI RI CA ##
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F. di stribucion.ve. RX. vec<-function(N, t, t0, Pi, nuestray, mnuestrax, datosx)
# Estimacion de la F.d con una v.a. y un pto “t0”. Se calcula el coeficiente

# (ver Rao et al, 1990). “t” : vector de ptos donde se evalua | a funcidn
{ | engt h( nuestray)->zn
psuma<-1

Rgor r o<- sun{ ruest ray/ Pi ) / sum( nuest r ax/ Pi)
Delta(t 0, Rgorro*ruestrax)->vect or DRx
Delta(t 0, Rgorro*datosx)->vect or DRX
vector. u<- vectorDRx-(1/ N)*sun{vect or DRX)
destrella<- (1/Pi)/sum(1/Pi)
f<-function(x) sun{ (destrella*vector.u)/(1l+x*vector.u))
df <-function(x) -sun(destrella*vector.ur2*(1l+x*vector.u)”"(-2))
resul <-si mul aNRv2(f, df)
Est ado. NR<-r esul $Est ado
| anbda<-resul $x1
vector. p<-destrell a/ (1+l anrbda*vect or. u)
psunma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)
{ Delta(t[i], rmuestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

I'i st (Fd=Fd, psuma=psuns, vect or. p=vect or. p, vect or. g=Rgor r o* nuest r ax
, Est ado. NR=Est ado. NR )
} # end F.distribucion.ve.RX vec

F. di stribucion.ve.t0x.vec<-function(N,t,t0.x, Pi,nuestray, nuestrax, datosx)
# Estinmacion de la F.d con una v.a. y un punto “t0” basado en “x”.
# “t” es un vector.
{ | engt h( nuestray)->zn
psuma<-1
vectorDel ta. X<-Del ta(tO0. x, dat osx)
Fd. X<- (1/ N) *sum(vect or Del t a. X)
v.del ta. n<-Del ta(tO0. x, nuestrax)
vector.u<- v.delta.n-Fd. X
destrella<- (1/Pi)/sun(1/Pi)
f<-function(x) sum (destrella*vector.u)/(1l+x*vector.u))
df <-function(x) -sun(destrella*vector.ur2*(1l+x*vector.u)”"(-2))
resul <-si mul aNRv2(f, df)
Est ado. NR<-r esul $Est ado
| anbda<-resul $x1
vector. p<-destrell a/ (1+l anbda*vect or. u)
psunma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)
{ Delta(t[i], rmuestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

}
l'ist(Fd=Fd, psuna=psung, Est ado. NR=Est ado. NR)
} # end F.distribucion.ve.tO0Ox.vec

F. di stribuci on.ve. BX. vec<-function(N,t,t0, Pi,nmuestray, nuestrax, datosx)
# Estimacion de la F.d con una o varias v.a. y un pto “t0”. Se calcula el

# coeficiente B de regresion. “t” : vector de ptos donde se evalua |la funcion.
{ | engt h( nuestray)->zn
psuma<-1
di <- 1/ Pi

i f (Iength(nuestrax)==zn)
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nmuest r ax<-as. mat ri x(nuest r ax)
nmuest r ax<-t (nuest r ax)

dat osx<-as. matri x(dat osx)

dat osx<-t (dat osx)

}
J<-length(ruestrax[, 1])
Bet agorro<-mat ri x(nr=J, nc=1)
if ( length(nuestrax)==zn )
Betagorro[ 1, 1] <-sum(( 1/ Pi ) *muestrax*nuestray)/sum((1/ Pi)*nuestrax”"2)
el se
{ xs<-t(nuestrax)*(1l/Pi)
t d<- muest r ax% %xs
ts<-sol ve(td)
r<-muestrax% 9% (1/ Pi)*ruestray)
Bet agorro<-ts% %r)

g<-t (Bet agorro) % %dat osx
vect or DBX<-Del ta(tO0, g)
vect or DBx<-Del ta(t 0, t ( Bet agorr o) % %ruest r ax)
vector. u<- vectorDBx-(1/ N)*sun{vect or DBX)
destrella<- (1/Pi)/sum(1/Pi)
f<-function(x) sun{ (destrella*vector.u)/(1l+x*vector.u))
df <-function(x) -sun(destrella*vector.ur2*(1l+x*vector.u)”"(-2))
resul <-si mul aNRv2(f, df)
Est ado. NR<-r esul $Est ado
| anbda<-resul $x1
vector. p<-destrell a/ (1+l anmbda*vect or. u)
psuma<- sum(vector. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)
{ Delta(t[i], mruestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

list(Fd=Fd, psuna=psumga, vector.p=vector.p,
vect or. g=t ( Bet agor r 0) % %uest r ax, Est ado. NR=Est ado. NR )
} # end F.distribucion.ve.BX

F. di stribucion. Me. 2t . vec<-function(N,t,t0, Pi, nuestray, nuestrax, datosx)
# F.d. de Verosimlitud Enpirica basada en |a aproxi naci 6n nodel o-cal i brada. Se
# basa en un nodelo de regresion lineal. Se usa una v.auxiliar y un punto “t”.
{ | engt h( nuestray)->n
di <- 1/ Pi
psuma<-1
nmuest ray<- as. nuneri c(nuestray)
nmuest r ax<- as. nuneri c(nmuestr ax)
bet al<- sun(di *ruest rax*nuestray)/ sun(di *nuestrax”2)
bet a0<- (1/N)*(sunm(di *ruestray) - bet al*sunm(di *nmuestrax) )
vect or. mu<- beta0 + betal*nuestrax
errores. n<-nmuestray-vector. mu
var.e<-sum(errores.n™2)/ (N 2)
punt 0s. n<- (t0-vector.mu)/var.e
vect or. g<- pnor n{ punt 0s. n)
vect or . Mk- bet a0+bet al*dat osx
punt 0s. N<- (t O-vector. MJ)/var. e
vect or. G=- pnor n( punt 0s. N)
vector.u<- vector.g-(1/ N *sunm(vector.Q
destrella<- (di)/sunm(di)
f<-function(x) sun{ (destrella*vector.u)/(1l+x*vector.u))
df <-function(x) -sun(destrella*vector.ur2*(1l+x*vector.u)”"(-2))
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resul <-si mul aNRv2(f, df)
Est ado. NR<-r esul $Est ado
| ambda<-resul $x1
vector. p<-destrell a/ (1+l anrbda*vect or. u)
psuma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7T)
{ Delta(t[i], rmruestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

}
list(Fd=Fd, psuna=psumgm, vector.g=vector. g, Estado. NR=Est ado. NR)
# end F.distribucion. Me. 2t.vec

}
F. di stribucion. Me. Jvar.vec<-function(N,t,t0, Pi,nuestray, nuestrax, datosx)
# F.d. de Verosimlitud Enpirica basada en |a aproxi maci 6n nodel o-cal i brada. Se
# usan J-variables auxiliares y un nodelo de regresion lineal con térmno
# independiente. Cada fila de “nuestrax” o “datosx” es una variable auxiliar.
{ | engt h( nuestray)->n
di <- 1/ Pi
psuma<-1
nmuest ray<- as. nuneri c(nuestray)
J<-length(ruestrax[, 1])
X<-matrix(nr=n,nc=(J+1))
X ,1]<-rep(1,n)
for (j in 1:J) X, (j+1)]<-as.nuneric(nmuestrax[j,])
Y<-as. matri x(nmuestray)
Coefi ci ent es<-sol ve(crossprod( X)) % % (X) %%’ ## Es una natriz col uma.
vect or . nu<- X% %Coef i ci entes ### Matriz col uma
vect or. nu<-as. vect or (vect or. nmu)
errores. n<-nuestray-vector. mu
var.e<-sun(errores.n™2)/(NJ-1)
punt 0s. n<- (t0-vector.mu)/var.e
vect or. g<- pnor n( punt 0s. n)
X2<-matrix(nr=N, nc=(J+1))
X2[, 1] <-rep(1, N)
for (j in 1:J3) X2[,(j+1)]<-as.nuneric(datosx[j,])
vect or . Mk- X29% %Coef i ci ent es
vect or . Mk- as. vect or (vector. MJ)
punt 0s. N<- (t O-vector. MJ)/var. e
vect or. G=- pnor n( punt 0s. N)
vector.u<- vector.g-(1/ N *sunm(vector.Q
destrella<- (di)/sum(di)
f<-function(x) sun{ (destrella*vector.u)/(1l+x*vector.u))
df <-function(x) -sun(destrella*vector.ur2*(1l+x*vector.u)”"(-2))
resul <-si mul aNRv2(f, df)
Est ado. NR<-r esul $Est ado
| ambda<-resul $x1
vector. p<-destrell a/ (1+l anbda*vect or. u)
psuma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)

Delta(t[i], muestray)->vectorDy
Fd[i] <-sum(vect or. p*vect or Dy)

}

list(Fd=Fd, psuna=psumgm, vector.g=vector. g, Estado. NR=Est ado. NR)
} # end F.distribucion. Me.Jvar.vec
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F. di stribucion. RX. Tt.vec<-function(N,t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, datosx)
# Estinmaci on nodel o-asistida de la F.d. de verosimlitud enpirica. “valores.t”
#son | os puntos usados en las restricciones. Se usa MAS
# “nmuestrax” : matriz (J x n). Se usa el coeficiente R
# J: es el nanero de variables auxiliares.
# P: nlnero de puntos t.
{ | engt h( nuestray)->zn
i f (Iength(nuestrax)==zn)
{ rnuestrax<-as.nmatrix(nuestrax)

nmuest r ax<-t (nuest r ax)

dat osx<-as. matri x(dat osx)

dat osx<-t (dat osx)

}
J<-length(ruestrax[, 1])
Rgorro<-matri x(nr=J, nc=1)
for (j in 1:J) Rgorro[j, 1] <-sunm(ruestray/ Pi)/sum nuestrax[j,]/Pi)
g. n<-t ( Rgor r 0) % %uest r ax
g. N<-t (Rgor r 0) % %aat osx
P<-length(val ores.t)
vector.t<-c()
for (pin 1:P) vector.t<-c(vector.t, cuantil (1, valores.t[p], N
Pi =1, nuestray=g. N) )
mat ri zDRx<-matri x(nr=P, nco=zn)
mat ri zDRX<-mat ri x( nr=P, nco=N)
vect or F. RX<- doubl e(P)
for (pin 1:P)
{ Delta(vector.t[p], g.n)->matri zDRX[p, ]
Delta(vector.t[p], g.N)->matri zDRX[ p, ]
vector F. RX[ p] <- (1/ N) *sunm(matri zDRX[ p, ])
}
| anbda<- Lag2(u=matri zDRx, ds=(1/Pi), mu=vectorF.RX)
| anbda<-as. mat ri x( | anbda)
destrella<- (1/Pi)/sum(1/Pi)
vect or. p<-vector (|l en=zn)
matri z.u<- matrizDRx-vectorF. RX
for (i in 1:zn) vector.p[i]<-destrella[i]/(1+t(lanbda)% %atriz.u[,i])
psuma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)
{Delta(t[i], nuestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

i st(Fd=Fd, psuma=psuma, vector.p=vector.p, vector.g=g.n )
} # end F.distribucion RX Tt.vec

F. di stribucion. BX T.vec<-function(N,t,val ores.t, Pi,nuestray, nuestrax, datosx)
# Estinmaci on nodel o-asistida de la F.d. de verosimlitud enpirica. “valores.t
#son | os puntos usados en las restricciones. Se usa MAS
# “muestrax” : matriz (J x n). Se usa el coeficiente B de regresion
# J: es el nunero de variables auxiliares.
# P: nanero de puntos t.
{ Jlength(nuestray)->zn
i f (Iength(nuestrax)==zn)

nmuest r ax<-as. mat ri x(nuest r ax)
nmuest r ax<-t (nuest r ax)

dat osx<-as. matri x(dat osx)

dat osx<-t (dat osx)

J<-length(nuestrax[, 1])
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bet agorro<-matri x(nr=J, nc=1)
if ( length(nuestrax)==zn )
bet agorro[ 1, 1] <-sun((1/ Pi ) *ruest rax*nuestray)/sum((1/ Pi)*nuestrax”2)
el se
{ xs<-t(nuestrax)*(1l/Pi)
t d<- muest r ax% %xs
ts<-sol ve(td)
r<-nuestrax% % (1/ Pi)*nuestray)
bet agorro<-ts% %r)
}
g. n<-t (bet agorr o) % %ruest r ax
g. Nk-t (bet agorr 0) % %dat osx
P<-length(val ores.t)
vector.t<-c()
for (pin 1:P) vector.t<-c(vector.t, cuantil (1, valores.t[p], N
Pi =1, nuestray=g. N) )
matri zDRx<-matri x(nr=P, nco=zn)
mat ri zDRX<-mat ri x(nr=P, nco=N)
vect or F. RX<- doubl e( P)
for (pin 1:P)
{ Delta(vector.t[p], g.n)->matrizDRX[p, ]
Delta(vector.t[p], 9. N)->matri zDRX p, ]
vectorF. RX[p] <- (1/ N)*sum(mat ri zDRX[ p, ])
}
| anbda<- Lag2(u=matri zDRx, ds=(1/Pi), mu=vectorF.RX)
| anbda<-as. mat ri x( | anbda)
destrella<- (1/Pi)/sum(1/Pi)
vect or. p<-vector (Il en=zn)
matri z.u<- matrizDRx-vectorF. RX
for (i in 1:zn) vector.p[i]<-destrella[i]/(1+t(lanbda)% %atriz.u[,i])
psuma<- sum(vect or. p)
length(t)->T
Fd<-vect or (I en=T)
for (i in 1:7)
{ Delta(t[i], nuestray)->vectorDy
Fd[i] <-sun(vect or. p*vect or Dy)

vector.t<-c(vector.t, max(g.N )
list(Fd=Fd, psuna=psumm, vector.t=vector.t, vector.p=vector.p, vector.g=g.n)
} # end F.distribucion.BX T.vec

FdPem e. MAS. T. vec<-function(n,y, X, puntos.t, t0,t0.x)
# Asum endo Miestreo Aleatorio Sinple, obtiene diferentes estinmadores de |a
#funci 6n de distribucion. Los argumentos son

[T 1]

n”: Tamafio de | a nuestra
“y": Caracteristica de interés
“x": Variable auxiliar. Cada fila es una vari abl e.

“puntos.t”: Vector de puntos donde evaluar |a Fd.
“t0”: cuantil para utilizar en las restricciones.
“t0.x": cuantil para utilizar en Fd. X

N<- 1 engt h(y)

sanpl e( N, n) - >eti quet as

nmuestray<-y[ eti quet as]

nmuest r ax2<- x[, eti quet as]

muestrax<-nuestrax2[1l,] # nuestrax no es una matriz, es un vector
X2<- X

x<-x[1,] # X es un vector
Prob. i ncl usi on. Mas(N, n) - >prob

Pi <- pr ob$Pi

Pi j <- pr ob$Pi |

di <- 1/ Pi

A HH O HH
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T<-1length(puntos.t)
Mat ri zSumas<-vector (l en=15) # Las col umas son | os distintos estinmadores
Matri zFd<-matri x(nr=T, nc=24)
Fd. Y<-vector (I en=T)

for (j in 1:T)

{

t<-puntos.t[j]
DY<-Delta(t,y)
#### F.d CON UN SCLO PUNTO t EN LAS RESTRI CCl ONES
F. distribucion. HK(N, t, Pi, muestray)->Matri zFd[j, 1] ## Fd. base
Fd. Y[j]<-(1/ N)*sum( DY) ## Fd. Y
F.distribucion.r(Nt,Pi,nuestray, muestrax, x)->MatrizFd[j, 8]
F. di stribucion.d1(N,t, Pi, muestray, nuestrax, x)->MatrizFd[j, 9]
F. di stribucion. dopt.est(Nt, Pi,nuestray, nuestrax, X)->MatrizFd[j, 10]
F.distribucion. CO(N, t, etiquetas, mruestray, nuestrax, x)->MatrizFd[j, 11]
F.distribucion. RKMN, t,Pi,Pij, nuestray, nmuestrax, X) ->Matri zFd[j, 12]
} #end for (j in 1:7)
F. di stribucion.ve.tO0x.vec(N, puntos.t,t0.x, Pi,nuestray, nuestrax, X)->zdatos
Matri zFd[, 2] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 1] <- zdat os$psuna
### RX sol o puede usarse para 1lv.auxiliar, con un solo punto t o varios.
F. di stribucion.ve. RX. vec(N, puntos.t,t0, Pi,nmuestray, nuestrax, x)->zdatos
Mat ri zFd[, 3] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 2] <- zdat os$psunma
F. di stribucion.ve. BX. vec(N, puntos.t,t0, Pi,nuestray, nuestrax, Xx)->zdatos
Matri zFd[ , 4] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 3] <- zdat os$psunma
F. di stribucion.ve. BX. vec(N, puntos.t,t0, Pi,nuestray, nuestrax2, x2)->zdatos
Mat ri zFd[, 5] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 4] <- zdat os$psunma
F. di stribucion. Me. 2t.vec(N, puntos.t,t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)->zdatos
Mat ri zFd[ , 6] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 5] <- zdat os$psunma
F. di stribuci on. Me. Jvar.vec(N, puntos.t,t0, Pi,nuestray, nmuestrax2, x2)->zdatos
Matri zFd[, 7] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 6] <- zdat os$psunma
## Programas para P-puntos t.
val ores.t<-¢(0.25,0.5,0.75)
F. di stribucion. RX. Tt.vec(N, puntos.t,val ores.t, Pi, nuestray, nmuestrax, x) - >zdat os
Matri zFd[, 13] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 7] <- zdat os$psunma
F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi, nuestray, nuestrax, x) - >zdat os
Mat ri zFd[ , 14] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 8] <- zdat os$psunma
### Este es el vector para el estimador de calibracion
vector.t<-zdat os$vector.t
Matri zFd[ , 15] <-
calibracionfd2(puntos.t,to=vector.t,s=etiquetas,d=1/Pi,y,x,qg=rep(1,N) )
##### aqui con 2 variables auxiliares
F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi, nuestray, nuestrax2, x2) - >zdat os
Matri zFd[, 16] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas| 9] <- zdat os$psunma
Matri zFd[, 17] <-
calibracionfdl(puntos.t,to=c(valores.t, 1), s=etiquetas,d=1/Pi,y, X=x2,g=rep(1,N))
Matri zFd[, 18] <-regresi onfijo3v2(
puntos.t,to=c(valores.t, 1), s=etiquetas, d=1/Pi,y, X=x2,g=rep(1, N))
### aqui con otro valor de t.
val ores.t<-c(0.25,0.4,0.6,0.75)
F. di stribucion. RX. Tt.vec(N, puntos.t,val ores.t, Pi, nuestray, nuestrax, X)->zdatos
Matri zFd[, 19] <- zdat os$Fd
Mat ri zSumas[ 10] <- zdat os$psuna
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F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)->zdatos
Matri zFd[, 20] <- zdat os$Fd
Mat ri zSumas[ 11] <- zdat os$psuna

## 2 variables auxiliares

F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi, nuestray, nuestrax2, x2)->zdatos
Matri zFd[, 21] <- zdat os$Fd
Mat ri zSumas[ 12] <- zdat os$psuna

### U tinmo vector t0

val ores.t<-c¢(0.25,0.4,0.5,0.6,0.75)

F. di stribucion. RX. Tt.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, Xx)->zdatos
Matri zFd[, 22] <- zdat os$Fd
Mat ri zSumas[ 13] <- zdat os$psuna

F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)->zdatos
Matri zFd[, 23] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas[ 14] <- zdat os$psuna

### con 2 v.a

F. di stribucion. BX T.vec(N, puntos.t,valores.t, Pi, nuestray, nuestrax2, x2) - >zdat os
Mat ri zFd[ , 24] <- zdat os$Fd
Mat ri zSunmas|[ 15] <- zdat os$psuna

[ist(MatrizSumas=MatrizSumas, MatrizFd=MatrizFd, Fd.Y=Fd.Y)

# EJEMPLO

#FdPem e. MAS. T. vec(n=100, y=Fani500[, 1], x=t ( Fanl500[, 2: 3] ),

#punt os. t =c( 6000, 8135. 5, 10000) , t0=8135.5,t0.x=40200.5)

}

Si mul aFdPeni e. v4<-functi on(NonbreP, B, y, X, vector.n, vector.beta, beta0)
# Simul aci ones bajo MAS con diferentes estinmadores de la F.d. ARGUVENTOS
# “NonbreP”: Nonbre de |a poblacién. Se usa para darle nonbre a ficheros
# “B": Ninmero de replicas o de experinentos al eatori os.

# “y”: Datos poblacionales de |la variable de interés.

# “x”: Datos poblacionales de las variables auxiliar. En cada fila una v.a.
# “vector.n”: Vector de |os tamafios nuestral es de | as nuestras.

# “vector.beta”: Oden de cuantiles.

# “beta0”: Orden del cuantil a usar en restricciones.

{ N<-length(y)

| T<-1 engt h(vector. beta)
punt os. t<-vector(len=IT)
for (t in 1:1T) puntos.t[t]<-cuantil(1l, vector.beta[t], N, P
t0. x<-cuantil (1, betaO, N, Pi=1,nuestray=x[1,])
tO<-cuantil (1, betaO, N, Pi=1, nuestray=y)
sal i daError<-c()
sal i daSurmas<-c()

=1, nuest ray=y)

i neal<-paste("n", "t", "Denom nador","Recm Base"
"Recm tOx", "Recm Rx", "Recm Bx", "Recm Bx2","Recmg.est", "Recmg.Jvar",
"Recm Razon", "Recmdif.dl", "Recmdif.dopt.est”, "Recm CD', "Recm RKM',
"Recm RXT", "Recm BXT", "Recmcal","Recm BXTv2", "Recm cal 2", "Recm cal 2v2",

"Recm RXT2", "Recm BXT2", "Recm BXT2v2"
"Recm RXT3", "Recm BXT3", "Recm BXT3v2",
"Rses. Base",

"Rses.t0x", "Rses.Rx", "Rses. Bx", "Rses.Bx2","Rses.g.est", "Rses.g.Jvar"
"Rses. Razon", "Rses.dif.dl", "Rses.dif.dopt.est", "Rses.CD', "Rses.RKM,
"Rses. RXT", "Rses.BXT", "Rses.cal","Rses.BXTv2", "Rses.cal 2", "Rses.cal 2v2"

"Rses. RXT2", "Rses.BXT2", "Rses.BXT2v2"

"Rses. RXT3", "Rses.BXT3", "Rses.BXT3v2"

"RsesRe. Base",
"RsesRe. t0x", "RsesRe. Rx", "RsesRe. Bx", "RsesRe. Bx2", "RsesRe. g. est",
"RsesRe. g. Jvar"

"RsesRe. Razon", "RsesRe. di f.d1", "RsesRe. di f. dopt.est"
"RsesRe. CD', "RsesRe. RKM',
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"RsesRe. RXT", "RsesRe. BXT", "RsesRe.cal ", "RsesRe. BXTv2",
"RsesRe. cal 2", "RsesRe. cal 2v2",

"RsesRe. RXT2", "RsesRe.BXT2", "RsesRe.BXT2v2",

"RsesRe. RXT3", "RsesRe.BXT3", "RsesRe.BXT3v2",

sep="\t")
| i nea2<-paste("n", "SumaT. t Ox", "SumaT. Rx", "SumaT. Bx",
"SumaT. Bx2", " SunmaT. g. est", "SumaT.g.Jvar",
" SumaT. RXT", "SumaT. BXT", "SumaT. BXTv2",

"SumaT. RXT2", "SumaT.BXT2"," SumaT. BXT2v2",
"SumaT. RXT3", "SumaT.BXT3","SumaT. BXT3v2", sep="\t")
i nea3<-paste("b", "t0", "tO0.x", "t","Fd.Y", "Fd.HK",
"Fd.tOx", "Fd.Rx", "Fd. Bx", "Fd.Bx2","Fd.g.est", "Fd.g.Jvar",
"Fd. Razon", "Fd.dif.dl", "Fd.dif.dopt.est", "Fd.CD', "Fd. RKM',
"Fd. RXT", "Fd.BXT", "Fd.cal","Fd.BXTv2", "Fd.cal 2", "Fd.cal 2v2",
"Fd. RXT2", "Fd.BXT2", "Fd.BXT2v2",
"Fd. RXT3", "Fd.BXT3", "Fd.BXT3v2",
sep="\t")
sal i daSumas<- paste("C \\Pen e\\ Fd\\ Sunas", Nonbr eP, " FdPerl eB", B, ". xI s", sep="")
wite(linea2, file=salidaSumas, ncolumms=1, append=T)
for (t in 1:1T)

sal i daError<-c(salidaError,
paste("C \\Pem e\\Fd\\err", Nonbr eP, "FdPerl eB", B, "beta", vector. beta[t],". xls",

Sep:II II) )
wite(lineal, file=salidaError[t], ncolums=1, append=T)

sal i daVar Error es<-
paste("C \\Pem e\\ Fd\\ Vari abl esErrores", Nonbr eP, " FdPerm eB", B, ". xl s", sep="")
wite(lineal, file=salidaVarErrores, ncolums=1, append=T)
sal i daVar Est i mador es<-
paste("C \\Pem e\\ Fd\\ Vari abl esEst i mador es", Nonbr eP, "FdPen eB", B, ". xl s",
sep="")
write(linea3, file=salidaVarEstinmadores, ncolums=1, append=T)
for (n in vector.n)
{sal i daEsti nador <-c()
for (t in 1:1T)

sal i daEsti mador <- c(sal i daEsti mador,
paste("C \\ Pem e\\ Fd\\ est", Nonbr eP, "FdPen eB"*, B, "n", n, "beta", vector. beta[t],". x
I SII , Sep:II II) )
wite(linea3, file=salidaEstimdor[t], ncolums=1, append=T)
}
M Suras<- doubl e( 15)
M ECMk-mat ri x(0, nr=IT, nc=24)
M ses<-matri x(0, nr=IT, nc=24)
M sesRe<-matri x(0, nr=IT, nc=24)
for (b in 1:B)

FdPem e. MAS. T. vec(n,y, X, puntos.t, t0,t0.x)->Datos
M Sumas<- M Sunmas+Dat os$Mat ri zSumas

Fd. Y<- Dat os$Fd. Y

for(i in 1:24)

{

MECM,i]<-MECM,i]+(Datos$MatrizFd[,i]-Fd.Y)"2

M ses[,i]<-Mses[,i]+abs(Datos$MatrizFd[,i]-Fd.Y)

M sesRe[,i]<-M sesRe[,i] +(Datos$Matri zFd[,i]-Fd.Y)

### Se escriben | os estinadores
for (t in 1:1T)
{ linea<-paste(b, t0, t0.x, puntos.t[t], Fd.Y[t], sep="\t")
for (i in 1:24) i nea<-paste(linea, Datos$MatrizFd[t,i],sep="\t")
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write(linea,file=salidaEstimador[t], ncolums=1, append=T) }
} # end del for (b in 1:B)
### Se escriben SUVAS
| i nea<- paste(n, sep="\t")
for (i in 1:15) |Ilinea<-paste(linea, M Sumas[i], sep="\t")
write(linea,file=salidaSumas, ncolums=1, append=T)
### Se escribe ECM ses y sesRe
### ECM
RE<-matri x(nr=IT, nc=24)
Denom nador<-M ECM , 1]/ B
for(i in 1:24) RE[,i]<-(MECM,i]/B)/Denom nador
#HH Sesgos Absol ut os
RBa<-matrix(nr=IT, nc=24)
for(i in 1:24) RBa[,i]<-Mses[,i]/(B*Fd.Y)
### Sesgos rel ativos
RBr<-matrix(nr=IT, nc=24)
for(i in 1:24) RBr[,i]<-100*M sesRe[,i]/(B*Fd.Y) ### En tanto por ciento.
for (t in 1:1T)

{ linea<-paste(n,puntos.t[t], Denom nador[t], sep="\t")
for (i in 1:24) linea<-paste(linea, RE[t,i],sep="\t")
for (i in 1:24) |linea<-paste(linea, RBa[t,i],sep="\t")
for (i in 1:24) |linea<-paste(linea, RBr[t,i],sep="\t")
wite(linea,file=salidaError[t], ncolums=1, append=T)

} # end del for (n in vector.n)

## EJEMPLOS ##

#Si mul aFdPenl e. v4( Nonbr eP=c(" Faml500Yx1"), B=100, y=Fanil500][, 1],

#x=t (Faml500[, 2: 3] ), vect or. n=seq( 50, 200, by=50), vect or. bet a=c(0. 25, 0. 5, 0. 75),
#bet a0=0. 5)

#Si mul aFdPemn e. v4( Nonmbr eP=c (" Mur t hydec"), B=1000, y=Mur t hy[, 1],

#x=t (Murt hy[, 2: 3] ), vector. n=seq(42, 40, by=-2),

#vect or. bet a=c(0. 25, 0. 75,seq(0.1, 0.9, by=0. 1)), bet a0=0. 5)

}

C.3. Aportacionesalaestimacion de cuantiles

C.3.1. Muestreo en dos ocasiones sucesivas con probabilidades desiguales

### ALGUNOS DI SENOS MUESTRALES CON PROBABI LI DADES DES|I GUALES ###

nmuestra. 2ocas. M M Mc-function(N, taml, tan2, m
# Funci 6n que devuel ve 2 nuestras sel ecci onadas segln nuestreo en 2 ocasiones.
# Al principio de cada vector aparece la parte apareada y a #continuacion |a

parte que se renueva. Tanbién se proporciona |as #probabilidades de
i ncl usi 6n. Las nuestras se extraen nediante MM M = Mas. Mas. Mas:

Muestra 1: tamafio n” = tamil. Medi ant e MAS

Miestra 2: tamafio m Medi ant e MAS

Miestra 3: tamafio u = tan2-m Medi ante MAS
Los paranetros de entrada son
“N': es el tamafio de | a poblacion o marco desde el que generanps |a nuestra
“taml”: es el tamafio nuestral en la prinera ocasion
“tanR”: es el tanmmfio nuestral en | a segunda ocasi 6n
“m: es el numero de uni dades que se manti enen
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- sanple(N, tanl)
nmuest r a2apar eada <- sanple(taml, m
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
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u<-tan - m
# calcul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
nmuestraz2nueva <- sanpl e(N-tant, u)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onr est ant e[ nuest r a2nueva]
#MUESTRA2: en la prinera parte de nuestra2 aparece |la parte apareada
#y a continuaci 6n | a nueva
muestra2 <- c(ruestra2apareada, mnuestra2nueva)
#MUESTRAL: en la prinmera parte ponenbs |a parte apareada
#y a continuaci 6n |l a que se renueva
nmuestralrenovar <- setdiff(rmuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mruestralrenovar)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
#### De |a Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t anl)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N
#### De la Miuestra u
Pl u<-vector (I en=u)
for (i in 1:u) Plu[i]<-u/N
#### De la Miestra m
Pl mg-vect or (I en=n)
for (i in1:m PIinfi]<-nmN

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, mnuestrau=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= Plm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. M L. Mk-function(N, z, tanl, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante ML.M= Mas. Lahiri. Mas:

# Miestra 1: tanmafio n” = tamndl. Medi ant e MAS

# Miestra 2: tanmafio m Medi ante Lahiri
# Miestra 3: tamafio u = tanRk-m Medi ante MAS

{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- sanple(N, tanl)
dat 0s. z. muestral<-z[ nuestral]
nmuest r a2apareada <- | ahiri(mdatos. z. nuestral)
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan - m
# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
nmuestraz2nueva <- sanpl e(N-tant, u)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onr est ant e[ nuest r a2nueva]
muestra2 <- c(ruestra2apareada, mnuestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(rmuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, muestralrenovar)
## Cal cul o de | as probabilidades de I|nclusion
dat 0s. z. nx- z[ nuest r a2apar eada]
#### De |a Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N
#### De la Muestra u
Pl u. Condi ci onado<- u/ (N-tantl)
Pl u. Conpl enent ari o<-1- (taml/ N)
Pl u<-vector (I en=u)
for (i in 1:u) Plu[i]<-Plu.Conplenentario*Plu. Condi ci onado
#### De la Miestra m
Plm Partel<-Pltanil]1: n
Pl condi ci onada<- vect or (I en=n)
sum(dat os. z. nuestral)->Tot al Zt amlL

301



for (i in 1:m Plcondicionada[i]<-ntdatos.z.n{i]/Total Ztandl
Pl mg- Pl m Par t el* Pl condi ci onada

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = rnuestra2, nuestranek

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. L. L. L<-function(N, z, tanil, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante L.L.L = Lahiri.Lahiri.Lahiri:

# Miestra 1: tanmafio n” = tamnl. Medi ant e Lahiri
# Miestra 2: tanmafio m Medi ante Lahiri
# Miestra 3: tamafio u = tan2-m Medi ante Lahiri
{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)

nmuestral <- lahiri(tand, z)

dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]

nmuest r a2apareada <- | ahiri(mdatos. z. nuestral)
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]

u<-tan - m

# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada

pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)

dat 0s. z. rest ant e<- z[ pobl aci onr est ant e]

Eti.nuestra2nueva <-lahiri(u, datos. z.restante)

nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
nmuestra2 <- c(rnuestra2apareada, mnuestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(rmuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, muestralrenovar)

### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién

dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]

dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj

dat 0s. z. nx- z[ nuest r a2apar eada]

####De | a nmuestra 1.

Pl t aml<- vect or (| en=t aml)

Tot al Z<- sun{ z)

for (i in 1:tanml) Pltaml[i]<-tanl*datos.z.nuestrall[i]/TotalZ

#### De | a nuestra u

Pl u. Condi ci onado<-vect or (| en=u)

Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (I en=u)

Tot al Zr est ant e<- sun( dat 0s. z. rest ant e)

for (i in 1:u)

{ Plu. Condicionado[i]<-u*datos.z.u[i]/Total Zrestante
Pl u. Conpl enentario[i]<-1-(tanl*datos.z.u[i]/ Total 2)

Pl u<- Pl u. Conpl enent ari o* Pl u. Condi ci onado
#### De la Miestra m

Pl m Condi ci onada<-vector (| en=n
sum(dat os. z. nuestral)->Tot al Zt amlL
for (i in 1:m PIm Condicionada[i]<-ntdatos.z.nfi]/Total Ztaml
Plm Partel<-Pltanil]1: n
Pl nx- Pl m Part el* Pl m Condi ci onada

### Sal i da del Progranma

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = rnuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. L. M L<-function(N, z, tanl, tan2, m

# Las nuestras se extraen nediante L.ML = Lahiri.MAS. Lahiri
# Miuestra 1: tanmafio n” = tamnl. Medi ant e Lahiri

# Miestra 2: tamafio m Medi ant e MAS
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# Miestra 3: tamafio u = tan2-m  Medi ante Lahiri
{ N1<- | engt h(z)
if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
nmuestral <- lahiri(tamd, z)
nmuest r a2apar eada <- sanple(taml, m
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan - m
# calcul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
dat 0s. z. rest ant e<- z[ pobl aci onr est ant e]
Eti.nuestra2nueva <-lahiri(u, datos. z.restante)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
muestra2 <- c(ruestra2apareada, mnuestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(rmuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mruestralrenovar)
###Cal cul o de | as probabilidades de |nclusion
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj
####De | a nmuestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t anl)
Tot al Z<- sun{ z)
for (i in 1:tanml) Pltaml[i]<-tanl*datos.z.nuestrall[i]/TotalZ
#### De | a nuestra u
Pl u. Condi ci onado<-vect or (| en=u)
Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (1 en=u)
Tot al Zr est ant e<- sun( dat 0s. z. rest ant e)
for (i in 1:u)
{ Plu. Condicionado[i]<-u*datos.z.u[i]/Total Zrestante
Pl u. Conpl enentario[i]<-1-(tanl*datos.z.u[i]/ Total 2)

Pl u<- Pl u. Conpl enent ari o* Pl u. Condi ci onado
#### De la Miestra m
Pl m Condi ci onada<-m t amlL
PIlm Partel<-Pltanl[ 1: nj
Pl nx- Pl m Part el* Pl m Condi ci onada
#### Sal i da del Progranma

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. L. M Mk-function(N, z, tanl, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante L.ML = Lahiri.MAS. MAS:

# Miuestra 1: tanmafio n” = tamnl. Medi ant e Lahiri
# Miestra 2: tanmafio m Medi ant e MAS

# Miestra 3: tamafio u = tanRk-m Medi ante MAS

{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
nmuestral <- lahiri(tamd, z)
nmuest r a2apar eada <- sanple(taml, m
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan2 - m

# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
Eti.nmuestra2nueva <- sanpl e(N-tami, u)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
muestra2 <- c(rnuestra2apareada, mnuestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(nuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mruestralrenovar)
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### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
dat 0s. z. muest ral<- z[ nuestral]
dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj
### De la Miestral
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
Tot al Z<-sum(z)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-tanl*datos. z. nuestral[i]/ Total Z
### De la Miestra u
Pl u. Condi ci onado<-u/ (N-t aml)
Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (1 en=u)
for (i in 1:u) Plu. Conplementario[i]<-1-(taml*datos.z.u[i]/Total 2)
Pl u<- Pl u. Conpl enent ari o* Pl u. Condi ci onado
### De la Miestra m
Plm Partel<-Pltanil]1: n
Pl m Condi ci onada<-m t amlL
Pl nx- Pl m Part el* Pl m Condi ci onada

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. M Z. Mk-function(N, z, tanl, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante M Z. M= MAS. M dzuno. VAS

# Miuestra 1: tanmafio n” = tamndl. Medi ant e MAS

# Miestra 2: tanmafio m Medi ante M dzuno
# Miestra 3: tamafio u = tanRk-m Medi ante MAS

{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- sanple(N, tanl)
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
nmuest r a2apar eada <- Etiquetas. m dzuno(m dat 0s. z. muestral)
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan - m
# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada

pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
nmuestraz2nueva <- sanpl e(N-tant, u)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onr est ant e[ nuest r a2nueva]
muestra2 <- c(ruestra2apareada, mnuestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(rmuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mnuestralrenovar)

### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
dat 0s. z. nx- z[ nuest r a2apar eada] #### De |la Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N

#### De |a Miestra u
Pl u. Condi ci onado<- u/ (N-tantl)
Pl u. Conpl enent ari o<-1- (taml/ N)
Pl u<-vector (I en=u)
for (i in 1:u) Plu[i]<-Plu.Conplenentario*Plu. Condi ci onado
#### De |la Miestra m

PIm Partel<-Pltanil]1: n
Pl condi ci onada<- vect or (| en=n)
sum(dat os. z. nuestral)->Tot al Zt amlL

for (i in1l:m

Pl condi cionadali]<-((tanl-nm)/(taml-1))*(datos.z.nfi]/Total Ztaml)+(m 1)/ (taml-1)
Pl nx- Pl m Part el* Pl condi ci onada

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}
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nmuestra. 2ocas. Z. M Mk-function(N, z, tanl, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante Z. MM = M dzuno. MAS. VAS

# Muestra 1: tanmafio n” = tamndl. Medi ante M dzuno
# Miestra 2: tanmafio m Medi ant e MAS

# Miestra 3: tamafio u = tanRk-m Medi ante MAS

{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- Etiquetas.m dzuno(tani, z)
nmuest r a2apar eada <- sanple(taml, m
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan - m
# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada

pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
Eti.nmuestra2nueva <- sanpl e(N-tami, u)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
muestra2 <- c(ruestra2apareada, mruestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(nuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mruestralrenovar)

### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj

#H##H## De | a Muestral

Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
Tot al Z<- sun{ z)

for (i in 1:taml) Pltam[i]<-( (N-tanl)/(N1) )*(datos.z.nuestrall[i]/Total Z)+

(taml-1)/(N-1)

#H##H## De |a Muestra u
Pl u. Condi ci onado<-u/ (N-t aml)
Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (1 en=u)

for (i in 1:u) Plu. Conplenentariofi]<-

1-(((N-taml)/ (N-1))*(datos. z. u[i]/Total Z) +(taml-1)/(N-1) )
Pl u<- Pl u. Conpl enment ari o* Pl u. Condi ci onado

#H##H# De la Miestra m
PIm Partel<-Pltanil]1: n
Pl m Condi ci onada<-ni t aml
Pl nx- Pl m Part el* Pl m Condi ci onada

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, nuestranr

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. Z. M Z<-function(N, z, tanl, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante Z. MM = M dzuno. MAS. M dzuno:

# Miuestra 1: tanmafio n” = tamndl. Medi ante M dzuno
# Miestra 2: tanmafio m Medi ant e MAS

# Miestra 3: tamafio u = tan2-m Medi ante M dzuno
{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- Etiquetas. m dzuno(tamd, z)
nmuest r a2apar eada <- sanple(taml, m
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan - m

# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
dat 0s. z. rest ant e<- z[ pobl aci onr est ant e]
Eti.nmuestra2nueva <-Etiquetas. m dzuno(u, datos. z. restante)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
muestra2 <- c(rnuestra2apareada, muestra2nueva)
nmuestralrenovar <- setdiff(rnuestral, nuestra2apareada)
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muestral <- c(ruestra2apareada, mnuestralrenovar)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj
###De | a nuestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t anl)
Tot al Z<- sun{ z)
for (i in 1:tam) Pltaml[i]<-((N-taml)/(N1) )*(datos.z.nuestrall[i]/Total Z)+
(taml-1)/(N-1)
#### De | a nuestra u.
Pl u. Condi ci onado<-vect or (| en=u)
Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (| en=u)
Tot al Zr est ant e<- sun( dat 0s. z. rest ant e)
for (i in 1:u)

{
Pl u. Condi ci onado[i ] <-
( (Ntant-u)/(N-taml-1) )*(datos.z.u[i]/Total Zrestante)+( (u-1)/(Ntaml-1) )
Pl u. Conpl ement ari o[ i]<-
1-(((N-taml)/ (N-1) )*(datos.z.u[i]/Total Z)+(tanml-1)/(N-1) )

Pl u<- Pl u. Conpl enent ari o* Pl u. Condi ci onado
#### De | a Muestra m
Pl m Condi ci onada<-m t amlL
Plm Partel<-Pltanl[ 1: n
Pl nx- Pl m Part el* Pl m Condi ci onada
#### Sal i da del Progranma

resultado <- list(nuestral = nuestral, nuestra2 = rnuestra2, nuestrane

nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestra2nueva, Pltaml = Pltanl, Pim= PIm Plu=Plu )
resul tado

}

nmuestra. 2ocas. Z. Z. Z<-function(N, z, tanil, tan2, m
# Las nuestras se extraen nediante Z. MM = M dzuno. M dzuno. M dzuno:

# Miestra 1: tanmafio n” = tamndl. Medi ante M dzuno
# Miestra 2: tanmafio m Medi ante M dzuno
# Miestra 3: tamafio u = tank-m Medi ante M dzuno
{ N1<- | engt h(z)

if (N!= Nl) stop("La longitud del vector z es dintinta a N')
pobl acion <- c(1:N)
muestral <- Etiquetas. m dzuno(tamd, z)
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
nmuest r a2apar eada <- Etiquetas. m dzuno(m dat 0s. z. muestral)
nmuest r a2apar eada <- nuestral[ nuestra2apar eada]
u<-tan2 - m
# cal cul o | a pobl aci 6n nueva desde | a que se genera |la parte no apareada
pobl aci onrestante <- setdiff(poblacion, nuestral)
dat 0s. z. rest ant e<- z[ pobl aci onr est ant e]
Eti.nmuestra2nueva <-Etiquetas. m dzuno(u, datos. z. restante)
nmuest ra2nueva <- pobl aci onrestant e[ Eti . nuestra2nueval
nmuestralrenovar <- setdiff(nuestral, nuestra2apareada)
muestral <- c(ruestra2apareada, mnuestralrenovar)
#### Cal cul o de | as probabilidades de |nclusién
dat 0s. z. nuestral<-z[ nuestral]
dat 0s. z. u<- z[ nuest r a2nuevaj
dat 0s. z. nx- z[ nuest r a2apar eada]
### De |la nmuestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
Tot al Z<- sun{ z)
for (i in 1:tanl)
Pltami[i]<-( (N-tanl)/(N1) )*(datos.z.nuestral[i]/Total Z)+(tanl-1)/(N 1)
#### De | a nuestra u
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Pl u. Condi ci onado<-vect or (| en=u)

Pl u. Conpl enent ari o<-vect or (I en=u)

Tot al Zr est ant e<- sun( dat 0s. z. rest ant e)

for (i in 1:u)

{
Pl u. Condi ci onado[i ] <-

((Ntaml-u)/(N-tanl-1) )*(datos.z.u[i]/Total Zrestante)+((u-1)/(N-tanl-1) )

Pl u. Conpl ementario[i]<-

1-( ( (N-taml)/(N-1) )*(datos.z.u[i]/Total Z)+(tanml-1)/(N-1) )
}

Pl u<- Pl u. Conpl enent ari o* Pl u. Condi ci onado

## De |a Muestra m
Plm Partel<-Pltanil]1:
Pl condi ci onada<- vect or (I en=n)

sum(dat os. z. nuestral)->Tot al Zt amlL

for (i

in 1:m

Pl condi ci onada[ i ] <-

( (taml-m/(taml-1) )*(datos.z.nfi]/Total Ztanml)+(m 1)/ (tanl-1)

Pl mg- Pl m Par t el* Pl condi ci onada
#### Sal i da del Prograna
resultado <- list(nuestral =

resul t ado

}

nmuest ra. 2ocas<-function(TI PO N, z,
# En funci 6n del

# TIPCF1: MMM TIPO=2:

muestral, nuestra2
nmuest r a2apar eada, nuest r au=nuestr a2nueva, Pltaml

tant,
val or asignado a “TI PO,
ML.M TIPO=3:

nmuestra2, nuestranr
Pltaml, Pim= PIm Plu=Plu )

tan2, n
realiza | os siguientes nuestreos:
LMM TIPO=4: L.ML, TIPO=5: L.L.L,

# TIPC=6: MZ M TIPO=7: Z MM TIPC=8: ZMZ TIPO=9: Z Z Z

{
swi t ch( TI PO

resul tado<- nuestra.2ocas. M M M'N
resul tado<- nuestra.2ocas. M L. MN
resul tado<- nuestra. 2ocas.L. M M'N
resul tado<- nuestra. 2ocas.L. M L(N
resul tado<- nuestra. 2ocas. L. L. L(N
resul tado<- nuestra.2ocas. M Z. M'N
resul tado<- nuestra. 2ocas. Z. M M'N
resul tado<- nuestra. 2ocas. Z. M Z(N
resul tado<- nuestra. 2ocas. Z. Z. Z(N,

)

resul tado

}

est i mador esJackni f e<-functi on(Ti po. Fd, Xm Ym Pl m QgorroX, beta,

taml, tan2, m,

z, taml, tank, nj,
z, taml, tank, n,
z, taml, tank, nj,
z, taml, tank, n,
z, taml, tank, n,
z, taml, tank, n,
z, taml, tank, nj,
z, taml, tanR, n

f X,

fy, N

# btiene estinaci ones Jackknife para | as varianzas de | os estinadores

{ tam <- | ength(Ym
Xi <- double(tam- 1)
yi <- double(tam- 1)
Pli <-double(tam- 1)
estim.diferencia<-doubl e(tamn
estim.razon<-doubl e(tam
for (i in 1:tam

{ if (i==1)

{ for (j

Pli[j]<-PInij+1]
}

el se if(i==tam
{ for (j
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in 1l (tam1l))
{

Xi[j]<-Xnfj+1]
yi[j]<-Ynij+1]

in 1l (tam1l))



{ Xi[j]<-Xnij]

yi[jl<-¥nij]
Pli[jl<-PInj]
}
}
el se
{ for (j in 1:(i-1))
{ xi [j]<-Xn{j]
yi[jl<-Ynij]
Pli[jl<-PInj]
}
for (j in (i+l):tam
{ Xi [j-1] <= Xnj ]
yi[j-1]<-Ynij]
Pli[j-1]<-PInfj]
}
}

QorroXi <-cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, Pli, xi)
QorroYi <-cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, Pli, yi)

### Para el calculo de QorroDiferencia
tam <- length(yi)
suma <- 0
for(h in 1:tam)

{ if((xi[h] <= QorroXi) && (yi[h] <= QorroYi))
{

suma <- suna + 1

}

plix <- suma/tam

dxopt <- (fx/fy) * (pllx/(beta * (1 - beta)) - 1)
estim .diferencial[i] <- QgorroYi+dxopt*(QgorroX- QgorroXi)

estim.razon[i]<-QgorroYi*(QyorroX QyorroXi)

### Calcul o de |la estimacion jackknife del SE segun Efron
Qgor r oXnk- cuanti | . HT. Rapi do( Ti po. Fd, beta, N, Pl m Xm
Quor roYnk- cuanti | . HT. Rapi do( Ti po. Fd, beta, N, Pl m Ym)

tam <- | ength(Ym
suma <- 0
for(i in 1:tam

{ if((Xni] <= QorroXm && (Ynfi] <= QuorroYn))

suma <- suna + 1

pllx <- suna/tam

dxopt <- (fx/fy) * (pllx/(beta * (1 - beta)) - 1)
QorrobDi fm<- QorroYm + dxopt * (QorroX - QgorroXm
vari.diferencia<-((tam1)/tam *sum( (estim.diferencia-QorrobDifm”"2)

desvi . di ferenci a<-sum(estim.diferenci a-QorrobDi fm
Qgor r oRazon<- Qgor roYnt ( Quor r oX/ Qgor r oXm)

vari.razon<-((tam1l)/tam *sunm( (estim.razon-QorroRazon)”"2 )

desvi . razon<-sun(estim .razon-QorroRazon)

list(vari.Dif=vari.diferencia, vari.Razon=vari.razon, QorroD fm=Qorrobi fm
Qor r oRazon=Qgor r oRazon, desvi . Razon=desvi.razon, desvi . Di f=desvi . diferencia)

}

esti mlackni fe. di rect o. HT. Rapi do<-functi on(Ti po. Fd, Yu, PI
# btiene estinaci ones Jackknife para |as varianzas del
{ tam <- | ength(Yu)
yi <- double(tam- 1)
Pli <-double(tam- 1)
estinm <- double(tam
for (i in 1:tam
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{ if (i==1)
{ for (j in 1:(tam1l))
{ yi [J]<-Yu[j+1]
Pli[j]<-Plu[]+1]
}
}
el se if(i==tam
{ for (j in 1:(tam1l))
{ yi[i]<-vu[j]
Pli[j]l<-Plu[j]
}
} el se
{ for (j in 1:(i-1))
{ yi[jl<-Yu[j]

Pli[j]l<-Plu[j]
}
for (j in (i+l):tam
{ yilj-1]<-vu[j]
Pli[j-1]<-Plu[j]
}

}

estim[i] <- cuantil.HT. Rapido(Tipo.Fd, beta, N, Pli,vyi)

}
QuorroYu <- cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, bet a, N,

vari <-((tam1)/tan) *sun( (estimn-QorroYu)”"2
desvi . di rect o= sun{estim-QgorroYu)
list(vari=vari, QorroYu=QgorroVYu,

}

Dat 0s. X. HT. Rapi do<-
function(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, dat osx, dat osy, z, N,
# Obtiene informaci 6n necesaria para calcular
# “Tipo.Miestreo” es un valor
# estimador de tipo HT (1) o de tipo Hajek (2).
# prinera ocasion, “datosy”
# vector de longitud “N' de la variable auxiliar.
{ muestras <- nuestra. 2ocas(Ti po. Muestreo, N,

nmuestral <- nuestras$nmuestral

nmuestra2 <- nuestras$nuestra?

nmuest r au<- nuest r as$nuestrau

nmuest r anx- muest r as$nuest ram

Xm <- doubl e(m

Ym <- doubl e(m

Xnx- dat osx[ muest r anj

Ynx- dat osy[ nmuest r anj

X <- doubl e(tant)

X<- dat osx[ muestral]

u<-tan2 - m

Yu <- doubl e(u)

Yu<- dat osy[ nmuest r au]

fx <- densidad(datosx, ) ### estinmacion

fy <- densidad(datosy, Q)
### Probabilidades de Inclusion y QorroX

Pl t aml<- nuest ras$PI t aml

Pl nx- nuest r as$Pl m

Pl u<- nuest ras$Pl u

entre 1 y 9, vy

son los datos de |la segunda ocasion y

Pl u, Yu)
)

desvi . di rect o=desvi . di recto)

taml, tanR, m beta, Q, X)
estinadores y sus varianzas.

resul tado <-

QgorroX<-cuantil . HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, Pl t ant, X)
list(X =X Xm=Xm Ym=Ym Yu = VYu,

QorroxX=QgorroX, Pltaml=Pltanml, PIm=PIm Plu=Plu )

resul t ado
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Esti mador esDyR CovRepe<-functi on(Ti po. Fd, Xm Ym Pl m QgorroX Yu, Plu, beta, fx,fy, N
# btiene | os estimdores propuestos de tipo razon y diferencia.
{ estimlackni fe. di recto. HT. Rapi do(Ti po. Fd, Yu, Plu, beta, N->A
est i mador esJackni f e( Ti po. Fd, Xm Ym Pl m QgorroX, beta, fx, fy, N)->B
AS$vari->vari.directo
A$QorroYu- >QgorroYu
A$desvi . directo->desvi.directo
B$vari.Di f->vari.diferencia
B$vari . Razon->vari.razon
B$Qor r oDi f m >QgorroDi fm
B$Qor r oRazon- >Qgor r oRazon
B$desvi . Di f - >desvi . Di f
B$desvi . Razon- >desvi . Razon
#cal cul anos el Wopti no usando estimaci ones jackknife de |as varianzas
VgYu <- vari.directo
VaYdi f <- vari.diferencia
## FORMA 1
Wd <- VgYu/ (VgYu + VqvYdif)
if (is.na(Wd)) {Wd<-0.5}
estimador.D <- QorroDifm* Wd + (1 - Wd) * QorroYu
## FORMA 2 (Con covari anzas)
n<- | engt h( Ym)
u<- | engt h( Yu)
CovDi f.estimda<- ( (nfu-1)/(nfu) )*desvi.directo*desvi.Dif
Wd. Cov <- (VqYu-CovDif.estimada)/(VgYu + VgYdif-2*CovDif.estinada)
if (is.na(Wd.Cov)) { Wd. Cov<-99}
if (Wd.Cov < 0) { Wd. Cov<-99}
if (Wd.Cov > 1) { Wd. Cov<-99}
estimador.D. Cov <- QorrobDifm* Wd.Cov + (1 - Wd. Cov) * QorroYu
VgYr <- vari.razon
## FORMA 1
Wr <- VgYu/ (VgYu + VqYr)
if (is.na(Wr)) {Wr<-0.5}
estimador. R <- QorroRazon * Wr + (1 - Wr) * QorroYu
## FORMA 2 (Con covari anzas)
CovR estinmada<- ( (mfu-1)/(nfu) )*desvi.directo*desvi.Razon
Wr.Cov <- (VqYu-CovR estimada)/(VgYu + VqYr-2*CovR estinmada)
if (is.na(Wr.Cov)) {Wr.Cov<-99}
if (Wr.Cov <0) { Wr.Cov<-99}
if (Wr.Cov >1) { Wr. Cov<-99}
estimador. R Cov <- QorroRazon * Wr.Cov + (1 - Wr.Cov) * QuorroYu
l'ist(estimdor. D=estimador.D, estinmador. R=estinador. R
esti mador. D. Cov=esti nador. D. Cov, estinmador.R Cov=esti nador. R Cov,
Wd. Cov=wWd. Cov, Wr.Cov=Wr.Cov, Wr=Wr, Wd=Wd)
}

Si mul a. 2ocas. CovySi nRepe<-functi on( NonbreP, Ti po. Muestreo, Tipo.Fd, DatosTodos,
vari abl eY, variabl eX, variablez, taml, tan2, m replicas, beta)
## Progranma que realiza el proceso de sinmulacion
{ N<- | engt h( Dat osTodos|[ , 1])
vari abl es<-| engt h(Dat osTodos[ 1,])
z<- Dat osTodos[, vari abl eZ]
dat osx<- Dat osTodos|[, vari abl eX]
dat osy<- Dat osTodos|[, vari abl eY]
salidaError <- paste("D: \\CcasionesSucesivas\\err", NonbreP," tan, tantl, "y"

tan2, "beta ", beta, ".txt", sep ="")
sal i daEsti mador <- paste("D:\\Ccasi onesSucesi vas\\est", NonbreP," nf', m
"tant, tanl, "y", tan2, "beta_ ", beta, ".txt", sep ="")

Qy<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osy)
XX<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osx)
ecnDirecto <- 0O
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ecnDi rect 0Si nRepe <- 0

ecnmRatio <- 0

ecnDi f erenci aJack <- 0

ecnmRatio. Cov <- O

ecnDi f erenci aJack. Cov <- 0

ecnRati oSi nRepe <- 0

ecnDi f er enci aJackSi nRepe <- 0

sesDirecto <- 0

sesRatio <- 0

sesDi ferenci aJack <- 0

sesRatio. Cov <- O

sesDi f erenci aJack. Cov <- 0

sesRati oSi nRepe <- 0

sesDi f er enci aJackSi nRepe <- 0
##### Sesgos Rel ativos

ResesDirecto <- 0

ResesRatio <- 0

ResesDi f erenci aJack <- 0

ResesRatio.Cov <- 0

ResesDi f erenci aJack. Cov <- 0

ResesRat i 0Si nRepe <- 0

ResesDi f er enci aJackSi nRepe <- 0

for(b in 1l:replicas)

{ w-1
Repeti ci ones<-0
while (W!=0)
{ W-0
Repeti ci ones<- Repeti ci ones+1

dat os <- Datos. X. HT. Rapi do(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, dat osx, datosy,

z, N taml, tanR, m beta, Q, X)
Xm <- dat 0s$Xm
Ym <- dat os$Ym
X <- dat 0s$X
fx <- dat os$fx
fy <- datos$fy
Yu <- datos$yu
Qor r oX<- dat os$Qgor r oX
Pl t anml<- dat os$PI t aml
Pl nx- dat os$PI m
Pl u<- dat os$Pl u
Esti mador esDyR CovRepe(Ti po. Fd, Xm Ym PIm QorroX, Yu, Plu, beta, fx, fy,
Esti nador es
if (Repeticiones == 1)
{
# el estinmador directo Sin Repetir Miestra. Se obtiene solo el ecnDirecto
Ytotal <- c(Ym Yu)
#it#####SE CONSI DERA OBTENI DO MEDI ANTE " MVAS".
Pl n<-vect or (I en=t anR)
for (i in 1l:tanR) PIn[i]<-tan2/N
estimadorDirecto <- cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, PIn, Ytotal)
ecnDi rect 0Si nRepe <- ecnDirectoSi nRepe + (estinadorDirecto - Qy)"2
##### cal cul os para el estinador de razon Sin repetir nmuestra
esti mador Rat i 0Si nRepe <- Esti madores$esti mador. R
ecnRati 0Si nRepe <- ecnRati 0Si nRepe + (estinador Rati oSi nRepe - Q) "2
sesRati 0Si nRepe <- sesRati 0Si nRepe + abs(estinmadorRati oSi nRepe - Q)
ResesRat i 0Si nRepe <- ResesRati 0Si nRepe + (estinmadorRati 0oSi nRepe - Q)
###cal cul os para el estinmador de diferencia Sin repetir nuestra
esti mador Di ferenci aJackSi nRepe <- Estimadores$esti mador. D
ecnDi f er enci aJackSi nRepe <- ecnDi f erenci alJackSi nRepe +
(estimador Di f erenci aJackSi nRepe - Qy)"2
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sesDi f erenci aJackSi nRepe <- sesDi ferenci alJackSi nRepe +
abs(estimador Di f erenci aJackSi nRepe - Q)

ResesDi f er enci aJackSi nRepe <- ResesDi ferenci alJackSi nRepe +
(estimadorDiferenci alJackSi nRepe - Q)

}
if ( Estinmadores$Wd. Cov == 99) W«-1
if ( Estinadores$Wr.Cov == 99) W-1
} ## end while (W!=0)
#### el estinmador directo para conparar:
Ytotal <- c(Ym Yu)
#it#####SE CONSI DERA OBTENI DO MEDI ANTE " MVAS".
Pl n<-vect or (I en=t anR)
for (i in 1:tanR) PIn[i]<-tan2/N
estimadorDirecto <- cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, PIn, Ytotal)
ecnDirecto <- ecnDirecto + (estimdorDirecto - Q)2
sesDirecto <- sesDirecto + abs(estinadorDirecto - Q)
ResesDirecto <- ResesDirecto + (estimdorDirecto - Q)
####t#cal cul os para el estinmador de razon
estimadorRati o <- Esti nadores$esti nador. R
ecnRatio <- ecnRatio + (estinmadorRatio - Qy)"2
sesRatio <- sesRatio + abs(estinmadorRatio - Q)
ResesRati o <- ResesRatio + (estinmadorRatio - Q)
### cal cul os para el estinmador de razon (v. Covari anzas)
estinmadorRati 0. Cov <- Estinmadores$esti nador. R Cov
ecnRati 0. Cov <- ecnRatio. Cov + (estinadorRatio.Cov - Qy)"2
sesRati 0. Cov <- sesRatio.Cov + abs(estimdorRatio.Cov - Q)
ResesRati 0. Cov <- ResesRatio.Cov + (estinmadorRatio.Cov - Q)
### cal cul os para el estinmador de diferencia
estinmador D ferenci aJack <- Estimadores$esti mador.D
ecnDi f erenci aJack <- ecnDiferenci alJack + (estinadorDiferenciadack - Q)”"2
sesDi f erenci aJack <- sesDiferenci alJack +
abs(esti mador Di f erenci aJack - Q)
ResesDi f erenci aJack <- ResesDiferenci alJack +
(estinmador Di ferenci aJack - Q)
## cal cul os para el estimador de diferencia (v.Covarianzas)
esti mador Di ferenci aJack. Cov <- Esti nmador es$esti nador. D. Cov
ecnDi f er enci aJack. Cov <- ecnDi f erenci aJack. Cov +
(estimador Di f erenci aJack. Cov - Q) "2
sesDi f erenci aJack. Cov <- sesDiferenci alack. Cov +
abs(esti mador Di f erenci aJack. Cov - Q)
ResesDi f er enci aJack. Cov <- ResesDi ferenci alack. Cov +
(estimador Di f erenci aJack. Cov - Q)
### escribinos el valor de | os estinadores
linea <- paste(b, Q, estimadorDirecto, estinadorRatio,
esti nmador Di f erenci aJack, esti mador Rati o. Cov, estinmadorDiferenci aJack. Cov,
est i nador Rati 0Si nRepe, estimadorDi f erenci aJackSi nRepe, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaEstinmdor, ncolumms = 1, append = T)
} ### end for (b in 1. replicas)
ecmDirecto <- (ecnDirecto/ replicas)
RecnDi recto<- 1
RecnRatio <- (ecnRatio/replicas)/ecnDirecto
RecnDi f erenci aJack <- (ecnDiferenciadack/replicas)/ecnDirecto
RecnRati 0. Cov <- (ecnRatio.Cov/replicas)/ecnDirecto
RecnDi f er enci aJack. Cov <- (ecnDi ferenci aJack. Cov/replicas)/ecnDirecto
RecnRat i 0Si nRepe <- (ecnRati oSi nRepe/replicas)/ecnDirecto
RecnDi f er enci aJackSi nRepe <- (ecnDiferenci aJackSi nRepe/ replicas)/ecnDirecto
sesDirecto <- sesDirecto/(replicas * Q)
sesRatio <- sesRatio/(replicas * Q)
sesDi ferenci aJack <- sesDiferenciaJdack/(replicas * Q)
sesRati 0. Cov <- sesRatio. Cov/(replicas * Q)
sesDi f erenci aJack. Cov <- sesDiferenci alack. Cov/ (replicas * Q)
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sesRati 0oSi nRepe <- sesRati oSi nRepe/ (replicas * Q)
sesDi f erenci aJackSi nRepe <- sesDiferenci alackSi nRepe/ (replicas * Q)
##### Sesgos Rel ativos
ResesDirecto <- ResesDirecto/(replicas * Q)
ResesRati o <- ResesRatio/(replicas * Q)
ResesDi f erenci aJack <- ResesDiferenciaJack/(replicas * Q)
ResesRati 0. Cov <- ResesRatio. Cov/(replicas * Q)
ResesDi f erenci aJack. Cov <- ResesDi ferenci alack. Cov/ (replicas * Q)
ResesRat i 0Si nRepe <- ResesRati 0Si nRepe/ (replicas * Q)
ResesDi f er enci aJackSi nRepe <- ResesDi ferenci alJackSi nRepe/ (replicas * Q)
### vanos a escribir la matriz de resultados
linea <- paste(msesDirecto, ecnDirecto, ecnbDirectoSi nRepe, RecnDi rect o, sesRati o
RecnRati o, sesDi f erenci aJack, RecnDi f erenci aJack, sesRati 0. Cov, RecnRati 0. Cov,
sesDi f er enci aJack. Cov, RecnDi f er enci aJack. Cov, sesRat i 0Si nRepe, RecnRat i 0Si nRepe
sesDi f erenci aJackSi nRepe, RecnDi f erenci aJackSi nRepe, ResesDirecto, ResesRatio
ResesDi f er enci aJack, ResesRat i 0. Cov, ResesDi f er enci aJack. Cov,
ResesRat i 0Si nRepe, ResesDi ferenci alJackSi nRepe, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaError, ncolums = 1, append = T)

}

C.3.2. Muestreo en dos ocasiones sucesivas con multiples variables auxiliar es

Dat os. X. Pvar . v3<-
function(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, dat osx, dat osy, z, N, taml, tanm2, m beta, Q, &X)

# (btiene datos necesarios para calcular |os estinmadores propuestos. “Q” es un

# vector de longitud "p". “datosx” es una matriz con p col umas.
{ muestras <- nuestra.2ocas(Ti po. Muestreo, N, z, taml, tan2, m
nmuestral <- nuestras$rmuestral
nmuestra2 <- nuestras$nuestra2
nmuest r au<- nuest r as$nuestrau
nmuest r anx- muest r as$nuest r am
p<-1length(datosx[1,])
#### Datos de | a subnuestra para |las variables X
Xme-matri x(nr=m nc=p)
for (k in 1:p) Xnf,k] <- datosx[nuestram K]
#### Datos de | a subnuestra para la variable Y
Ynx- dat osy[ nuest r anj
#### Datos de la prinmera ocasion (para |as variables X)
X<-matrix(nro=taml, nco=p)
for (k in 1:p) X[, k] <-dat osx[ nuestral, k]
#### Datos de | a nuestra no sol apada en | a ocasi 6n mas reciente
u<-tan - m
Yu <- doubl e(u)
Yu<- dat osy[ nmuest r au]
#### Probabili dades de Inclusion y QorroX
Pl t aml<- nuest ras$PI t aml
Pl nx- nuest r as$Pl m
Pl u<- nuestras$Pl u
Qgor r oX<-vect or (| en=p)
for (k in 1:p) QgorroX k]<-cuantil.HT. Rapido(Ti po. Fd, beta, N, Pltant, X[, k])
Ytotal <- c(Ym Yu)
### SE CONS|I DERA OBTENI DO MEDI ANTE " MAS".
Pl n<-vector (I en=t anR)
for (i in l:tanR) PIn[i]<-tan2/N
estimadorDirecto <- cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, PIn, Ytotal)
## Estinmaci 6n de |a densidad: fx, fy
f x<-vector (| en=p)
for (k in 1:p) fx[k]<-densidad(datosx[,k], [Kk])
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fy <- densidad(datosy, Q)
### Resultado del Prograna
resul tado<-list (X=X, XmeXm Ym =Ym Yu = Yu, fx = fx, fy = fy, QorroX=QorroX,
Pltaml=Pltaml, Plm=PIm Plu=Plu , estinmadorD recto=estinadorDirecto )
resul t ado
## NOTA: Xy Xmson matrices y fx y QorroX son vectores.

}

est. Pvar. v4<-functi on(Ti po. Fd, Xm Ym Pl m Qgorr oX, beta, fx, fy,
N, taml, tan?, Qy, Qx, VY, X, X, esti mador Di rect o, p11x, plixx, Yu, Plu)
# Este programa obtiene |os estinadores propuestos bajo P-variables auxilares
# vectores: QorroX, fx. Matrices: X, Xm
{ val ores. p<-length(Xn1,])
Qor r oXnk- vect or (| en=val ores. p)
for (k in 1:valores.p)
Qor r oXnf k] <- cuanti |l . HT. Rapi do( Ti po. Fd, beta, N, Pl m Xni, k])
QuorroYnk- cuanti | . HT. Rapi do( Ti po. Fd, beta, N, Pl m Ym)
tam <- length(Ym
#it#H####H Calculo de la matriz B original y V(Q)
n<- | engt h( Pl m
u<-tan2-m
vect or. R<- Qy/ Qx
VgYu.ver<-( (N-u)/(N-u) ) * beta*(1l-beta)*fy”(-2)
matri z. B.ver<-matrix(nr=val ores. p, nc=val ores. p) # La |lamada matriz B
for (i in 1:valores.p)
for (j in 1l:valores.p)
{ if (i==j) matriz.B.ver[i,j]<- (beta*(1l-beta)/fyr2)*
(/m- /N + (/m- 1/taml) * vector.R[i] * (fy/fx[i]) *
(vector.Rli]*(fy/fx[i]) + 2*(1-(plix[i]/(beta*(1l-beta))))) )
el se matriz.B.ver[i,j]<- (beta*(1-beta)/fy"r2)*
( (/ym- 1IN +
(2/taml - 1/m * vector.Ri] * (fy/fx[i]) * ( plix[i]/(beta*(1-beta)) -1) +
(/taml - 1/m * vector.Rj] * (fy/fx[j]) * ( plix[j]/(beta*(1-beta)) -1) -
(/taml - 1/m * vector.Rj] * wvector.Ri] * (fy*2/(fx[j]*fx[i])) * (
plixx[i,j]/(beta*(1l-beta)) -1) ) }
Qgor r oRazon<-vect or (| en=val ores. p)
for (k in 1l:valores.p) QorroRazon[ k] <-QgorroYnt(QorroX k]/ QorroXnik])
QgorroYu <- cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, bet a, N, Pl u, Yu)
i f (val ores. p==2)
{ Wr.ver<-vector (Il en=3)
esti mador. R ver<-vector (| en=3)
Wr.ver[1] <- VgYu.ver/(VqYu.ver + matriz.B.ver[1,1])
if (is.na(Wr.ver[1])) {Wr.ver[1]<-0.5}
estimador. R ver[1] <- orroRazon[1] * Wr.ver[1] + (1 - Wr.ver[1]) * QyorroYu
Wr.ver[2] <- VgYu.ver/(VqYu.ver + matriz.B.ver[2,2])
if (is.na(Wr.ver[2])) {Wr.ver[2]<-0.5}
estimador. R ver[2] <- orroRazon[2] * Wr.ver[2] + (1 - Wr.ver[2]) * QuorroYu
e<-matrix(1, nr=2, nc=1)
i nversa. B.ver<-solve(matriz. B.ver, tol=1e-1000)
deno2<-t(e) %% inversa.B.ver %% e
eBe2<- as. vect or (deno2)
w. opt.ver<- ( inversa.B.ver %%e) /eBe2
W. opt . ver<-as. vect or (w. opt . ver)
Qor roYnRazon. ver <-sum(w. opt . ver *QgorroRazon) # Con |a B.verdadera
#Cal cul anos Wopt usando estinador de formnulas verdaderas
VaYr.ver <-(1/eBe2)
Wr.ver[3] <- VgYu.ver/(VqgYu.ver + VqYr.ver)
if (is.na(Wr.ver[3])) {Wr.ver[3]<-0.5}
esti mador. R ver[ 3] <-QorroYnRazon.ver* Wr.ver[3] + (1 - Wr.ver[3]) * QorroYu
} # end if(val ores. p==2)
el se
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{ Wr.ver<-vector(len=val ores. p)
esti mador. R ver<-vector (|l en=val ores. p)
for (p in 1l:valores.p)
{ if (p==1)
{ Wr.ver[p] <- VgYu.ver/(VgYu.ver + matriz.B.ver[p,p])
if (is.na(Wr.ver[p])) {Wr.ver[p]<-0.5}
estimador. R ver[p] <- QorroRazon[p] * Wr.ver[p] + (1 - Wr.ver[p]) * QorroYu
}
el se
{ e<-matrix(1,nr=p, nc=1)
matriz.B.verP<-matriz.B.ver[1l:p, 1:p]
i nversa. B.ver<-solve(matriz.B.verP, tol =1e-1000)
deno2<-t(e) %% inversa.B.ver W% e
eBe2<- as. vect or (deno2)
w. opt.ver<- ( inversa.B.ver %¥%e) /eBe2
W. opt . ver <-as. vect or (w. opt . ver)
Qgor roRazonP<- Qgor r oRazon[ 1: p]
Qor roYnRazon. ver <-sum(w. opt . ver *QgorroRazonP) # Con |a B.verdadera
#Cal cul anos Wopt usando estinador de formnulas verdaderas
VaYr.ver <-(1/eBe2)
Wr.ver[p] <- VgYu.ver/(VqgYu.ver + VqYr.ver)
if (is.na(Wr.ver[p])) {Wr.ver[p]<-0.5}
esti mador. R ver[ p] <- QgorroYnRazon.ver*Wr.ver[p] + (1 - Wr.ver[p]) * QorroYu
} #endelseif (p==1)
} # end for (p in valores.p)
} # end else if (valores.p==2)
list(estinmador.R ver=estinmador.R ver, Wr.ver=Wr.ver)
### estas dos salidas son vectores.
} # end function

Si mul a. 2ocas. Pvar. v4<-functi on( Nonbr eP, Ti po. Muest r eo, Ti po. Fd, Dat osTodos,
vari abl eY, variabl esX, variablez, taml, tan2, m replicas, beta)
# Realiza | a sinmulaci 6n en M Ccasi ones sucesivas con P-variables auxiliares
{ N<- | engt h( Dat osTodos|[, 1])
p<- | engt h(vari abl esX)
z<- Dat osTodos[, vari abl eZ]
dat osx<- Dat osTodos|[, vari abl esX]
dat osy<- Dat osTodos|[, vari abl eY]
salidaError <- paste("C \\QcasionesSucesivas\\Pvariables\\err", NonbreP," tant,

tanl, "y", tan2, "beta_ ", beta, ".txt", sep ="")
sal i daEsti mador <- paste("C. \\Ccasi onesSucesi vas\\ Pvari abl es\\est", NonbreP, " ni,
m “"tant, taml, "y", tanR2, "beta_", beta, ".txt", sep ="")

#AHORA EMPI EZA EL PROCESO DE REPLI CACI ON####
Qy<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osy)
Xx<-vector (| e=p)
for (k in 1:p) [k]<-cuantil.HT.Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, dat osx[, k])
i f(p==2) Numest<-3 else Numest<-p
ecnDirecto <- 0O
ecnRati o.ver <- doubl e(Num est)
sesDirecto <- 0
sesRati o.ver <- doubl e(Num est)
ResesDirecto <- O
ResesRati 0. ver <- doubl e(Num est)
### Cal cul o de pllx (La verdadera)
plix<-vector (| en=p)
for (k in 1:p)
{ sum <- 0
for(i in 1:N) # length(x) = length(y) = N
{ i f((datosx[i,k] <= X[K]) && (datosy[i] <= Q))
suma <- suma + 1
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}
plix[ k] <- suma/N

}
### Cal cul o de pllxx (La original)
plixx<-matri x(nr=p, nc=p)
for (k in 1:p)
for (I in 1:p)
if (k<l)
{ suma <- 0
for(i in 1:N) ### length(x) = N
{ if((datosx[i, k] <= X[k]) && (datosx[i,|] <= X[I]))
suma <- suma + 1

}
plixx[k,I] <- suma/N
plixx[l, k] <- suma/N # puesto que es sinetrica

for(b in 1l:replicas)
{
datos <- Datos. X Pvar.v3(Tipo.Miestreo, Ti po. Fd, datosx, datosy, 2z, N,
taml, tanR, m beta, Qy, X)
Xm <- dat 0s$Xm
Ym <- dat os$Ym
X <- dat os$X
fx <- dat os$fx
fy <- datos$fy
Yu <- datos$yu
Qor r oX<- dat os$Qgor r oX
Pl t anml<- dat os$PI t aml
Pl nx- dat os$PI m
Pl u<- dat os$Pl u
esti nmador Di rect o<- dat os$esti nadorDirecto
est. Pvar.v4(Ti po. Fd, Xm Ym Pl m QgorroX, beta, fx, fy, N taml, tan?2, Q, X,
dat osy, datosx, X, estimadorDirecto, pl1x, plixx, Yu, Plu)->Estinadores
Wr.ver<-Estinadores$Wr. ver
estimador. R ver <- Esti nador es$esti mador. R ver
ecnDirecto <- ecnbDirecto + (estimdorDirecto - Q)2
sesDirecto <- sesDirecto + abs(estimadorDirecto - Q)
ResesDirecto <- ResesDirecto + (estinmadorDirecto - Q)
for (i in 1:Num est)
{ #### Usando vari anzas verdaderas
esti madorRati 0. ver <-estimador.R ver[i]
ecnRatio.ver[i] <- ecnRatio.ver[i] + (estimadorRatio.ver - Q)"2
sesRatio.ver[i] <- sesRatio.ver[i] + abs(estinmadorRatio.ver - Q)
ResesRatio.ver[i] <- ResesRatio.ver[i] +(estimadorRatio.ver - Q)

## Escribinos el valor de |os estinadores
estink-paste(Wr.ver[1], estimador.R ver[1l], sep="\t")
for (i in 2:Num est)
estink-paste(estimWr.ver[i], estinmador.R ver[i], sep="\t" )
linea <- paste(b, Q, estimadorDirecto, estim sep = "\t")
wite(linea, file = salidaEstinmdor, ncolumms = 1, append = T)
} # end for (b in 1:replicas)
### VAMOS A ESCRI BI R LOS RESULTADOS DEL PROCESO DE REPLI CACI ON ###
ecmDirecto <- (ecnDirecto/ replicas)
RecnDi recto<- 1
sesDirecto <- sesDirecto/(replicas * Q)
ResesDirecto <- ResesDirecto/(replicas * Q)
RecnRati 0. ver<-vector (I en=Num est)
for (i in 1:Num est)

### RE
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RecnRatio.ver[i] <- (ecnRatio.ver[i]/replicas)/ecnDirecto
### Sesgos absol ut os

sesRatio.ver[i] <- sesRatio.ver[i]/(replicas * Q)

### Sesgos Rel ativos

ResesRatio.ver[i] <- ResesRatio.ver[i]/(replicas * Q)

}
estink-paste(Wr.ver[1], sesRatio.ver[1], ResesRatio.ver[1], RecnRatio.ver[1],
sep="\t")

for (i in 2:Num est)
{

estink-paste(estimWr.ver[i], sesRatio.ver[i], ResesRatio.ver[i],
RecnRatio.ver[i], sep="\t" )

| i nea<- paste(m sesDirecto, ResesDirecto, ecnDirecto, RecnDirecto,estimsep = "\t")
wite(linea, file = salidaError, ncolums = 1, append = T)

## NOTA

## Si p=2, escribe en el sigte. orden: pl.x1, pl.x2, p2

## Si p>2, escribe en el sigte. orden: pl, p2, p3, p4,.......

## EJEMPLO

#Si mul a. 2ocas. Pvar. v4( Nonbr eP=c(" Turi snos"), Ti po. Muest r eo=1, Ti po. Fd=1

#Dat osTodos=Tur i snos, vari abl eY=3, vari abl esX=c(9, 10, 11, 12), vari abl eZ=1, t am.=100,

#t an2=100, nm=50, replicas=1000, beta=0.5)

}

C.3.3. Muestreo hifasico

## Al gunos di sefios nuestral es asum endo nuestreo bifasico

nmuest ra. bi fasi co. I nclusion. M Mc-function(N, taml, tanR)
# Extraccion de nuestras en nuestreo biféasico. M M= MAS. MAS = Tl PO=1.

# Miuestra 1: tanmafio n” = tanl. Medi ant e MAS
# Miestra 2: tamafio n = tam 2. Medi ant e MAS
{ nmuestral <- sanpl e(N, tanl)

nmuestraz2 <- sanpl e(tamd, tan?)
nmuestra2 <- nuestral[ nuestra2]
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
# De primer orden
#### De |la Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N
#### De |a Miestra 2
Pl t ank<- vect or (| en=t an®)
Pl condi . t anR<-vect or (| en=t anR)
for (i in 1:tanR)
{ Pltan2[i]<-tan2/N
Pl condi .tanR[i] <-tank/taml

# De segundo orden
M di seno<-matri x(nro=tanR, nco=tang)
for (i in 1:tanR)
for (j in 1:tanR)

if (i '=j) Mdiseno[i,j]l<-(tan2/tanml)*((tan2-1)/(taml-1))
for (i in 1:tanR) Mdiseno[i,i]<-Plcondi.tanR[i]
resultado <- list(rmuestral = nuestral, nuestra2 = nuestra2, Pltanl = Pltant,
Pltan2 = Pltan2, M di seno=M di seno, PIcondi.tan2=Pl condi.tan®)
resul tado

}
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muestra. bi fasi co. I nclusion. M Z<-function(N, x, taml, tanR)
# Extraccion de nuestras en nuestreo bifasico. MZ = MAS. M dzuno = TI PO=5.
{ N1<- | engt h(x)
if (N!= Nl) stop("La longitud del vector x es dintinta a N')
muestral <- sanple(N, tanl)
dat 0s. x. muestral<- x[ nuestral]
muestra2 <- Etiquetas. m dzuno(tang, datos. x. nuestral)
nmuestra2 <- nuestral[ nuestra2]
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
# De primer orden
dat 0s. x. t anR<- x[ nuestr a2]
#### De |la Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t anl)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N
#### De | a Miestra 2
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t an2]
Pl condi . t anR<-vect or (| en=t anR)
sum( dat os. x. nuestral)->Tot al Xt amlL
for (i in 1:tanR) Plcondi.tanR[i]<-
((tanl-tanmR)/(taml-1) )*(datos.x.tanR[i]/ Total Xtanl)+(tanmR-1)/(tanil-1)
Pl t ank<- Pl . Part el*Pl condi . t an?
# De segundo orden
M di seno<-matri x(nro=tanR, nco=tang)
for (i in 1:tanR)
{ for (j in 1l:tanR)
{if (i 1=17)
M diseno[i,j]<-(tanR-1)/(taml-1)*( ((tanl-tanR)/(taml-2))*
(datos. x.tanR[i]/ Total Xt anl+dat os. x.tan2[j]/ Total Xt aml) +

(tank-2)/ (taml- 2) )
}
}
for (i in 1:tank) Mdiseno[i,i]<-Plcondi.tanR[i]
resultado <- |ist(nuestral=nuestral, nuestra2=nuestra2, Pltaml=PItand,
Pltan2 = Pltan2, M di seno=M di seno, PIcondi.tan2=Pl condi.tanR)
resul t ado

}

nmuestra. bi fasi co. I nclusion. M P<-function(N, x, taml, tanR)
# Extraccion de nmuestras en nuestreo bifasico. MP = MAS. Poi sson = Tl PO=8.
{ N1<- | engt h(x)
if (N!= Nl) stop("La longitud del vector x es dintinta a N')
muestral <- sanple(N, tanl)
dat 0s. x. muestral<- x[ nuestral]
salida <- Etiquetas. Poi sson(tan®, datos. x. nuestral)
nuest r a2<- sal i da$Eti quet as
nmuestra2 <- nuestral[ nuestra2]
## Baj o este nuestreo canbia el tanafio nuestral
t an<- sal i da$n. obt eni do
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
# De primer orden
dat 0s. x. t anR<- x[ nuest r a2]
#### De |a Miestra 1.
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
for (i in 1:taml) Pltaml[i]<-taml/N
#### De |a Miestra 2
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t an2]
Pl condi . t anR<-vect or (| en=t anR)
sum( dat os. x. nuestral)->Tot al Xt amlL
for (i in 1:tanR) Plcondi.tanR[i]<- tanmR*(datos.x.tan®[i]/Total Xtaml)
Pl t ank<- Pl . Part el*Pl condi . t an?
# De segundo orden
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M di seno<-matri x(nro=tanR, nco=tang)
for (i in 1:tanR)
{ for (j in 1l:tanR)
{if (i 1=17)
M di seno[i,j]<-Plcondi.tanR[i]*Plcondi.tanR[j]

}
}
for (i in 1:tanR) Mdiseno[i,i]<-Plcondi.tanR[i]
resultado <- |ist(nuestral=ruestral, nuestra2=nuestra2, Pltaml=PItand,
Pltan2 = Pltan2, M di seno=M di seno, PIcondi.tan2=Plcondi.tanR)
resul tado

}

nmuest ra. bi fasi co. I nclusion<-function(TIPO N, x, taml, tanR)
# Para sel eccionar un tipo de nuestreo y Ilevarlo a la practica.

if (tamk>taml) stop("tanR ha de ser mas pequefio que tanl")

swi t ch(TI PQ
resul tado<- nuestra. bifasico.lnclusion.MMN, taml, tanR),
resul tado<- stop(“Da otro N°"), #nuestra. bifasico. ML(N, x, taml, tanR),
resul tado<- stop(“Da otro N°"), #nuestra. bifasico.L. MN, x, taml, tanR),
resul tado<- stop(“Da otro N°"), #nuestra. bifasico.L.L(N, x, taml, tanR),
resul tado<- nuestra. bifasico.lnclusion.MZ(N, x, tanl, tanR),
resul tado<- stop(“Da otro N°"), #nuestra. bifasico.Z MN, x, taml, tanR),
resul tado<- stop(“Da otro N°"), #nuestra. bi fasico.Z. Z(N, x, taml, tanR),
resul tado<- nuestra. bifasico.lnclusion.MP(N, x, tanl, tanR)

)

resul t ado

}

Dat os. X. HT. | CB<- f uncti on( Ti po. Muest reo, Ti po. Fd, datosx, datosy,datosz, N, taml
tan2, beta, Q, X)
# otiene datos de nuestras, Probabilidades de inclusién, estinmdores de
#cuantil es basicos y funciones de densidad bajo un nuestreo bifasico.
{
# Para extraer nmuestras y obtener P. inclusion se utiliza variable z.
muestras <- nuestra. bifasico.|nclusion(Ti po. Muestreo, N, dat osz, t ant, t anR)
nmuestral <- nuestras$nmuestral
nmuestra2 <- nuestras$rmuestra?
### Se pone el nuevo tan? en el caso de M de Poi sson
| engt h( nuestra?2)->tank
Xtam2 <- doubl e(tanR)
Ytanm2 <- doubl e(tanR)
Zt an<- doubl e(t anR)
Xt an<- dat osx[ nuest r a2]
Yt an<- dat osy[ nuestra2]
Zt an<- dat osz[ nuestr a2]
X <- doubl e(tant)
X<- dat osx[ muestral]
## Estinmaci 6n de | as densi dades
f x<- densi dad( dat osx, )
fy<-densi dad(dat osy, Q)
### Probabilidades de Inclusion y QorroX
Pl t aml<- nuest ras$PI t aml
Pl t an2<- nuest ras$PI t an?
QgorroXt anil<-cuantil . HT. Rapi do( Ti po. Fd, bet a, N, Pl t aml, X)
M di seno<- nuestras$M di seno
Pl condi . t anR<- muest ras$Pl condi . t an?
### Resultado del Prograna
resultado <- list(X = X, XtanR = Xtan2, YtanR = YtanR, ZtanR=ZtanR
QgorroxXt anl=QgorroXt aml, Pltanl=Pltaml, PItanR2=PItant,
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M di seno=M di seno, fx=fx, fy=fy, Plcondi.tan2=Plcondi.tanR)
resul t ado

}

est. | C. Bifasico<-
function(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, Xt an2, Yt an®, Zt an®, Pl t anl, Pl t an2, Qgor r oXt ant,
bet a, N, M di seno, fx, fy, Pl condi . t anR)
# btiene una lista con diferentes estinmdores de cuantiles
{ t ank<- | engt h( Yt anR)

taml<-| engt h( Pl t aml)

QgorroXt ank<-cuanti | . HT. Rapi do( Ti po. Fd, bet a, N, Pl t an2, Xt anR)

QgorroYt ank<-cuantil . HT. Rapi do( Ti po. Fd, bet a, N, Pl t an2, Yt anR)
# Estinmadores con Probabilidades de Incursioén .|

nune<-0

deno<-0

for (i in 1:tanR)

for(j in 1. tanR)

{
nume<- nune+
((Mdiseno[i,j]-Plcondi.tan?[i]*Plcondi.tan?[j])/(Mdiseno[i,j]))*
(Delta(QorroYtan®, YtanR[i])/PltanR[i])*
(Delta(QorroXtan?, XtanR[j])/Pltan2[j])
deno<- deno+
((Mdiseno[i,j]-Plcondi.tan?[i]*Plcondi.tanm?[j])/(Mdisenol[i,j]) )*
(Delta(QorroXtanm?, XtanR[i])/Pltan[i])*
(Delta(QorroXtan?, XtanR[j])/Pltan2[j])
}
a.opt.tan. | <-(QorroXtanR/ QorroYtan®)*(fx/fy)*(nune/ deno)
b.tanR. | <- (fx/fy)*(nune/ deno)
QorroR al fal <- QorroYtanmk*(QorroXtaml/ QorroXtan®)
QorroR opt.tanR. | <- QorroYtanl*(QorroXtaml/ QyorroXtan?)”(a.opt.tan?. 1)
QorroDi f.tanR.1 <- QorroYtanR+b.tanR.|*(QgorroXtanil- QyorroXt an)
| i stadedat os<-1i st (QgorroYtanR2=QgorroYtank, Qgorr oXt ank=Qgor r oXt an®,
QorroR al fal=QgorroR al fal,
QorroR opt.tanR. | =QgorroR opt.tan2.1, QgorroDif.tanR.1=QuorroDi f.tanR. )
| i st adedat os

}

Si nul a. bi fasi co. | C<-functi on( Nonbr eP, Pobl aci on, Ti po. Muest reo, Ti po. Fd, vari abl eY,
vari abl eX variabl ez, taml, tanR, replicas, beta)

# Real i za sinulaci ones de varios estinadores en M bifasico.Los argunmentos son:

# “NonbreP”: Nonbre de Pobl aci 6n. Sirve para darle nonbre al fichero.

# “Pobl acion”: Contiene datos (objeto de tipo matriz o datafranme) donde cada
#col uma es una vari abl e.

“replicas”: Ninero de nuestras independientes a extraer.
“beta”: Oden del cuantil.
N<- | engt h( Pobl aci on[, 1])
vari abl es<-1 engt h(Pobl acion[1,])
dat osx<- Pobl aci on[, vari abl eX]
dat osy<- Pobl aci on[, vari abl eY]
dat osz<- Pobl aci on[, vari abl eZ]
sal i daEsti mador <- paste("C \\Bifasico\\ICQ\estl P ", NonbreP,"TM ",
Ti po. Muestreo, "TFd_", Ti po. Fd, "tam ", taml, "y", tanR, "beta ", beta,".txt",sep = "")
#AHORA EMPI EZA EL PROCESO DE REPLI CACI ON #
Qy<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osy)

# “Ti po. Muestreo”: Tipo=l. MM Tipo=5: MZ Tipo=8. MP

# Tipo.Fd: Tipo de estimacion para la F.d. Tipo.Fd = 1. HT, Tipo.Fd = 2: Hayek
# “variableY”: Indicanps un NUMERO Col urma donde estan | os datos de Y.

# “variabl eX’: Indicanbs un NUMERO Col urma donde estan | os datos de X

# “variabl ez”: Indicanps un NUMERO Col urma donde estan | os datos de Z.

# “tanl”, “tanR”: n' y n.

#

#

{
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XX<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osx)
ecnDirecto <- 0 ; sesDirecto <- 0
ecnR alfal <- 0 ; sesRalfal <- 0
ecnrRopt.tanR.I<- 0 ; sesRopt.tanR.l <- O
ecnDif.tam2.1<- O ; sesDif.tam2. | <- O
Matriz. Qgorros<-matri x(nro=replicas, nco=4)
for(b in 1l:replicas)
{ datos <- Dat os. X. HT. | CB( Ti po. Muestr eo, Ti po. Fd, dat osx, dat osy,
datosz, N, taml, tanR, beta, Qy, X)
Xtam? <- dat os$Xt an?
YtanR2 <- datos$Ytan?
Ztan? <- datos$Zt an?
X <- dat os$X
Qgor r oXt anl<- dat os$Qgor r oXt ani
Pl t anml<- dat os$PI t aml
Pl t anR<- dat os$PI t an?
M di seno<-dat 0s$M di seno
f x<- dat 0s$f x
fy<-dat os$fy
Pl condi . t anR<- dat os$PI condi . t an?
# ESTI MADORES
esti nadores<-est. | C. Bifasico(Tipo. Miestreo, Ti po. Fd, Xt an2, Yt an2, Zt an®,
Pl taml, Pl tan2, QgorroXtani, beta, N, M di seno, fx, fy,Plcondi.tan? )
| engt h( Yt anR) - >t anR. P
Matri z. Qgorros[ b, 1] <- esti mador es$Qgor r oYt an
Matri z. Qgorros[ b, 2] <- esti mador es$Qgor r oXt an
Matri z. Qgorros[b, 3] <-QorroXtaml
Matriz. Qorros[b, 4] <-tanR. P
### 1 ### El estinmador directo para conparar:
estDirecto <- estinmadores$QorroYtank
ecmDirecto <- ecnDirecto + (estDirecto - Qy)”"2
sesDirecto <- sesDirecto + abs(estDirecto - Q)
##t# 2 ### Estimador de razon con al fa=1
estR alfal <- estinmadores$QorroR al fal
ecnR alfal <- ecnR alfal + (estR alfal - Qy)~2
sesR alfal <- sesR alfal + abs(estR alfal - Q)
## 3 ### Estinmador de razoén con alfa optino version=tanR.B
estR opt.tanmR. | <- estinmadores$QgorroR opt.tant.|
ecnR opt.tan2.1 <- ecnRopt.tanR.l + (estRopt.tam2. 1 - Q)"2
sesR opt.tan2.1 <- sesRopt.tanR.l + abs(estR opt.tan2.l - Q)
### 4 ### Estinmador de diferencia version=tamni. |
estDif.tan2.l <- estinmadores$QgorroDi f.tant. |
ecnDif .tamR. 1 <- ecnDif.tanR. | + (estDif.tanR.1 - Q)"2
seshDif.tanR.1 <- sesDif.tan.|+abs(estDif.tanR2.l - Q)
### Se escribe el valor de |os estinmadores
linea <- paste(
b,tanR. P, Qy,estDirecto,estR alfal,estR opt.tanR.|l,estDif.tanR.1,sep = "\t")
wite(linea, file = salidaEstinmdor, ncolumms = 1, append = T)
} # end for (b in 1:replicas)
### AHORA EMPI EZA EL PROCESO CON COVARI ANZAS ###
cov. xy<-cov(Matriz.Qorros[, 1], Matriz. Qorros[, 2])
var. x<-var(Matriz. Qorros[, 2])
b. di f <-cov. Qxy/var. X
salidaError <- paste("C\\Bifasico\\ICQ\errP_", NonbreP, "TM", Ti po.Miestreo,

"TFd_", Tipo.Fd, "tanl_ ", tanil,"beta ", beta, ".txt", sep ="")
sal i daEsti mador <- paste(" C.\\Bi fasi co\\I C\\est CovP_", NonbreP, "TM ",
Ti po. Muestreo, "TFd_", Ti po. Fd, "tam ", taml, "y", tanR, "beta ", beta,".txt",sep = "")
ecnrRopt.tan2.C<- 0 ; sesRopt.tan2.C<- O
ecmDif.C<- 0 ; sesDif.C<- 0
for (b in 1. replicas)

{
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a.opt.tanmR. C<-(Matriz. Qorros[b,2]/Mtriz.Qorros[b,1])*b.dif
### 2 ### Estinmador de diferencia, version: .C
estDif.C <- Matriz.Qorros[b,1] +
b.dif*(Matriz. Qorros[b,3]-Mtriz.Qgorros[b,2])
ecmDif.C <- ecnDif.C + (estDif.C - Qy)"2
sesDif.C <- sesDif.C + abs(estDif.C - Q)
### 1 ### Estinmador de razon con alfa optinb. version: tank. C
estR opt.tanR2. C <- Matriz.Qorros[b, 1] *
(Matriz.Qorros[b,3]/Matriz.@orros[b,2])"(a.opt.tanR. C
ecnR opt.tanR2. C <- ecnR opt.tanR2. C + (estR opt.tan2.C - Qy)"2
sesR opt.tanR. C <- sesR opt.tanR.C + abs(estR opt.tanR.C - Q)
### Se escribe el valor de | os estinadores
linea <- paste(b, estDif.C, estRopt.tan2.C, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaEstinmdor, ncolumms = 1, append = T)
} # end for (b in 1:replicas)
#### SE ESCRI BEN LOS RESULTADOS DEL PROCESO DE SI MULACI ON  ###
### Errores Cuadraticos Medios y sus Ratios
ecmDirecto <- (ecnDirecto/replicas)
RecnDi recto<- 1
RecnR. al fal<-(ecnR al fal/replicas)/ecnDirecto
RecnR opt.tanR. | <-(ecnR opt.tanR.|l/replicas)/ecnDirecto
RecnDi f.tanR. I <-(ecnbDif.tanR.1/replicas)/ecnDirecto
RecnDi f. C<-(ecnDif.C/ replicas)/ecnDirecto
RecnR. opt.tanR. C<- (ecnR opt.tanR. Creplicas)/ecnDirecto
## Sesgos absol utos rel ativos
sesDirecto <- sesDirecto/(replicas * Q)
RsesR al fal <- sesR alfal/(replicas * Q)
RsesR opt.tanm2. | <- sesRopt.tanmR.l/(replicas * Q)
RsesDif.tanR. I <- sesDif.tanmR.l/(replicas * Q)
RsesDi f.C<- sesDif.C (replicas * Q)
RsesR opt.tanm2. C <- sesR opt.tanmR.C/ (replicas * Q)
### Se escribe la matriz de resultados
mean(Matriz. Qgorros[, 4])->nean. t an
| i nea<-paste(tan, nean.tan?, sesDirecto, ecnDirecto, RecnDirecto, RsesR alfal
RecnR. al fal, RsesR opt.tan2. 1, RecnR opt.tanR. |, RsesDif.tanR. |, RecnDi f.tan2. |
RsesDi f. C, RecnDi f. C RsesR opt.tan2.C, RecnR opt.tan2.C, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaError, ncolums = 1, append = T)
## Ej enpl o
#Si mul a. bi fasi co. | C(c(" Fam500YX1X2"), Fanl500, Ti po. Muest r eo=5, Ti po. Fd=1,
#vari abl eY=1, vari abl eX=2, vari abl eZ=3, t anll=150, tanR=50, replicas=10, beta=0.75)
}

C.3.4. Muestreo bifasico aplicado a la estratificacion

# Di seflos nuestral es asum endo nuestreo bifasico aplicado a la estratificaci én

nmuest ra. bi fasi coST. M Mc-functi on(Nn, tanil, tanR)
# Extracci 6n de nuestras en Miestreo bifasico aplicado a la estratificacién y
#cal cul o de probabilidades de inclusiéon: MM= Mas. Mas = "Tl PO=1".

“Nh”: Tamafios pobl aci onal es de | os estratos.

Miestra 1(s”): tamafio n"= “taml”. Medi ant e MAS.

Se asocian las unidades a |los estratos (Nh: tamafios de | os estratos).
De aqui se obtiene: s’1,...,s"H de tamafios: n"1,....,n"h,....,n"H

“tanR”: tammfio total de |a subnuestra = n
Medi ante afijacion proporcional se divide tanR2 en estratos: tangh.
De cada s’ h se extraen nuestras de tanmafo “tanh” Medi ante MAS
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# Notal: Puesto nuestra 1 es MAS, Pltaml son sienpre iguales.
# Nota2: La v.auxiliar se usa en |l a segunda etapa. En MAS no es necesari a.
{ N<-sun(Nn)
ceros<-1
whil e (ceros>=1)
{
muestral <- sanple(N, tanl)
nmuestral <- sort(nuestral)
# tamlh: contendra tamafios de estratos de donde se van a extraer nuestras
t anmlh<- di vi deest r at os(nuest ral, Nn)
Trues<-tanilh==0
cer os<-sun{Trues)
}
nmuestra2. prop<-vector (| en=t anR)
Eti . muestra2. prop<-vector (| en=tank)
Pl t anR. prop<-vector (| en=t anR)
t ankh<- af i j aci on. propor ci onal (tan2, t anih)
L<-1 engt h( Nh)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién de la nuestra 1
### De prinmer y segundo orden
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
Pij<-(taml/N)*((tanl-1)/(N1))
Pij Tanl<-matri x(Pij, nr=tanil, nco=taml)
for (i in 1:tanl)
{ PlItam[i]<-tanl/N
PijTaml[i,i]<-tanl/N # En |a diagonal se ponen |as de prinmer orden

## EMPI EZA PROCESO DE SELECCI ON EN SEGUNDA ETAPA ##t#
Pi j Condi . t anR. prop<-matri x( nr=t an?, nc=t an)
Pl condi . t anR. pr op<-c()
for (hin 1:L)
{ ## for #1

if (h'!'=1)
{ a<-sun{tamih[1l: (h-1)])+1
az2<-sun(tanh[1: (h-1)])+1
}
el se
{ a<-1

az2<-1

}
b<-sun(tanmlh[ 1: h])
b2<- sun{(tankh[1:h])
Eti.nmuestra2. prop[a2: b2] <- sanple(tanlh[h], tanRh[h])
nmuest r ah<- nuestralf a: b]
nmuest ra2. prop[a2: b2] <- nuestrah[ Eti.nuestra2. prop[a2: b2]]
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusio6n en |a segunda fase
#### De | a Muestra 2 de priner orden
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t anh[ h] ]
Pl condi . t anR<-vect or (I en=t anRh[ h])
for (i in 1l:tanRh[h]) Plcondi.tanR[i]<- tanRh[h]/tanmlh[h]
Pl condi . t an®. prop<- c( Pl condi . t an2. pr op, Pl condi . t anR)
Pl t anR. prop[ a2: b2] <- Pl . Part el*Pl condi . t an
#### De | a Muestra 2 de segundo orden ( matriz Pij.cond)
## Procedi miento: Cbtener matriz Pij.cond y multiplicarlas conpo. a conponente
for (I in 1:L)
## for-|
if (h==l)
Pi j Condi . t anR. prop[ a2: b2, a2: b2] <-
(tanh[ h]/tamlh[ h])*((tanRh[h]-1)/(tanmlh[h]-1))
el se  ## el se-

{
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if (I '=1)
al 2<-sun(tan2h[ 1: (1-1)])+1
el se
al 2<-1
bl 2<- sun{tan2h[1:1])
Pi j Condi . t an®. prop[ a2: b2, al 2: bl 2] <- (tanRh[ h]/tantlh[ h])*(tanRh[l]/tamlh[I])
}  ## else-|
} ## for-|
## Se incluyen las de prinmer orden en |a diagonal principal
for (i in a2:b2) PijCondi.tanR. prop[i,i]<-tanRh[h]/tanlh[h]
} o## for #1
#Mul tiplicacion de nmatrices para obtener prob. de Inclusién en | a segunda fase
Pi j TanR. prop<- PijTaml[1l:tan®, 1:tanR] * Pij Condi.tan®. prop
# 1:tanR, 1. tanR ->Puesto que son todas igual es
#"ox " -> Product o conponente a conponente.
### Para otros estinadores:
#### 1. Para estinmador Directo y de Singh-Joader-Tracy (SJT):
# Se extrae otra nuestra2 bajo nuestreo bifasico. Miestral es |la m sna.
Eti.nmuestra2.dir <- sanpl e(tand,tan®)
nmuestra2.dir <- nuestral[Eti.nuestra2.dir]
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
#### De primer orden de la Miestra 2
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t an2]
Pl condi . t an®. di r<-vect or (| en=t anR)
for (i in 1:tanR) Plcondi.tanR.dir[i]<- tanR/taml
PltanR. dir<-Pl.Partel*Pl condi.tanR. dir
#### De segundo orden de |la Miestra 2
Pij<-(tanR/tanl)*((tank-1)/(taml-1))
PijCondi.tanmR.dir<-matrix(Pij, nr=tanR, nc=tanR)
for (i in 1:tanR) PijCondi.tanR.dir[i,i]<-tanR/tanl
PijTan2.dir<- PijTanl[1l:tanR, 1:tanR] * PijCondi.tanR.dir
#### 2. Estimador de Silva y Skinner (ps):
ceros<-1
while (ceros>=1)
{ muestra2. ps <-sanple(N, tanR)
nmuestra2. ps<-sort (nuestra2. ps)
### Ahora se pos-estratifica: (nmediante funcion divideestratos)
t anh. ps<-di vi deest r at os(nuestra2. ps, Nh)
Trues<- tankh. ps==0
cer os<-sun{ Trues)
}
Pi . tanR. ps<-vector (| en=t anR)
Pij<-(tan2/N)*((tanR-1)/(N-1))
Pij.tanmR. ps<-matrix(Pij, nc=tan?, nr=tanR)
for (i in 1:tanR)
{ Pi.tamR.ps[i]<- tan2/N
Pij.tanmR.ps[i,i]<-tanR/N ## En diagonal se ponen |las ler. orden
}

resultado <- list(
t amlh=t anih, t an2h=t ankh, nuest r alh=nuest r al, nuestra2. pr op=nuestra2. pr op
Eti.nmuestra2. prop=Eti.nuestra2. prop, Pltaml=Pltaml, Pltan®.prop = PItan®. prop
Pl condi . t an®. pr op=PI condi . t anR. pr op
Pi j Condi . t an®. prop=Pi j Condi . t an®. prop, nmuestra2. di r=ruestra2.dir,

PltanR. dir=PltanR. dir, Pi j Taml=Pi j Tantd, Pi j Tan®. pr op=Pi j Tan®. pr op
Pi j Tan®. di r =Pi j Tan®. di r, nuestral=nuestral, PijCondi.tan®.dir=PijCondi.tanR. dir,
Pl condi . tan®. di r=Pl condi . tan?. di r, Eti.nuestra2.dir= Eti.nuestra2.dir,

Pi.tanR. ps= Pi.tanR.ps, Pij.tanR.ps= Pij.tanR.ps
tankh. ps= tanh. ps, rnuestra2. ps=nuestra2. ps)
# EJEMPLO. nuestra. bi fasi coST. M M Fanl500. Nh, tanl=100, tan2=50)

resul t ado
}
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nmuestra. bi fasi coST. M Z<-functi on(Nn, x, taml, tanR)
# Extracci 6n de nuestras en Miestreo bifasico aplicado a la estratificacién y
#cal cul o de probabilidades de inclusion: MZ = Mas. M dzuno = Tl PO=5.
{ N1<- | engt h(x)
N<- sun( Nh)
if (N!= Nl) stop("La longitud del vector x es dintinta a N=suna de Nh")
ceros<-1
whil e (ceros>=1)
{ muestral <- sanple(N, tanl)
nmuestral <- sort(nuestral)
# tamlh: contendréa tanafios de estratos de donde se van a extraer nuestras
t anmlh<- di vi deest r at os(nuest ral, Nn)
Trues<-tamlh==0
cer os<-sun{ Trues)
}
dat 0s. x. nmuest ral<-x[ nuestral]
nmuestra2. prop<-vector (Il en=t anR)
Eti . muestra2. prop<-vector (| en=t ank)
Pl t anR. prop<-vector (| en=t anR)
t ankh<- af i j aci on. propor ci onal (tan2, t anih)
L<-1 engt h( Nh)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
# Miuestra 1- Priner orden y segundo orden
Pl t aml<- vect or (| en=t aml)
Pij<-(tanl/N) *((tanml-1)/(N-1))
Pij Tanl<-matri x(Pij, nr=tanil, nco=taml)
for (i in 1:tanl)
{ PlItam[i]<-tanl/N
PijTaml[i,i]<-tanl/N ## En |a diagonal se ponen |as de ler. orden

}
### EMPI EZA PROCESO DE SELECCI ON EN SEGUNDA ETAPA ##t#
dat 0s. x. t anR<-vect or (| en=t anR)
Pi j Condi . t anR. prop<-matri x( nr=tan?, nc=t an)
Pl condi . t anR. prop<-c()
for (hin 1:L)
{ ## for #1

if (h'!'=1)
{ a<-sun{tamih[1: (h-1)])+1
az2<-sun(tanRh[1l: (h-1)])+1
}
el se
{ a<-1

az<-1

}
b<-sun(tanmlh[ 1: h])
b2<- sun{(tanRh[1:h])
Eti.nmuestra2. prop[a2: b2] <- Etiquetas. nidzuno(tanRh[h], datos. x. muestral[a:b])
nmuest r ah<- nuestralf a: b]
nmuest ra2. prop[a2: b2] <- nuestrah[ Eti.nuestra2. prop[a2: b2]]
dat os. x. t anR[ a2: b2] <- x[ nuest ra2. prop[ a2: b2]]
} O## for #1
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusio6n en |a segunda fase
for (hin 1:L)
{ ## for #2

if (h!=1)
{ a<-sum(tamth[1: (h-1)])+1
az2<-sun(tanh[1: (h-1)])+1
}
el se
{ a<-1

az<-1
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}
b<-sun(tanmlh[ 1: h])
b2<- sun{(tankh[1:h])
#### De | a Muestra 2 de priner orden
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t anh[ h] ]
Pl condi . t anR<-vect or (I en=t anRh[ h])
sum(dat os. x. nuestral[ a: b])->Tot al Xt amlL
for (i in 1l:tanRh[h]) Plcondi.tanR[i]<- ( (tamlh[h]-tanRh[h])/
(tamih[h]-1) )*(datos.x.tan2[i]/Total Xtaml) +(tanRh[h]-1)/(tanmlh[h]-1)
Pl condi . t an®. prop<- c( Pl condi . t an?. prop, Pl condi . t anR)
Pl t anR. prop[ a2: b2] <- Pl . Part el*Pl condi . t an?
#### De | a Muestra 2 de segundo orden ( matriz Pij.cond)
al fa<-datos. x.tan2/ Total XtanL  # di mensi on=t an®
for (I in 1:L)
{ ## for-|
if (h==l)
for (i in a2:b2)
for (j in a2:b2)
Pij Condi .tan®. prop[i,j]<- ((tam2h[h]-1)/(tantLth[h]-1))* ( ( (tamih[ h] -
tanRh[ h])/(tamlh[h]-2) )*(alfa[i]+alfa[j])+( (tanRh[h]-2)/(tanLlh[h]-2) ) )
el se  ## else-|
{if (I '=1)
{ al<-sun(tanth[1:(1-1)])+1
al 2<-sunm(tanh[ 1: (1-1)])+1
}

el se

{ al<-1
al 2<-1

}

bl <-sum(tamih[1:1])

bl 2<- sun{tan2h[1:1])

sun{dat os. x. nuestral[al : bl])->Total Xtant. |

for (i in a2:b2)

for (j in al2:bl2)
Pij Condi.tanR. prop[i,j]l<-(((tamth[h]-tanmRh[h])/(tamh[h]-1))*(datos.x.tanmR[i] /

Tot al Xt aml) +(tanh[ h] -1)/ (tamlh[ h]-1))*(((tamih[l]-tanmRh[1])/(tamh[]]-1)) *
(datos.x.tanR[j] / Total Xtanl.l)+ (tanRh[I1]-1)/(tamlh[]]-1) )
}  ## else-|
} ## for-|
## Se incluyen las de priner orden en |a diagonal principal:
for (i in a2:b2) PijCondi.tanR. prop[i,i]<- ( (tamlh[h]-tanRh[h])/
(tamih[h]-1) )*(datos.x.tan2[i]/Total Xtaml) +(tanRh[h]-1)/(tanmlh[h]-1)
} ## for #2

# Mul tiplicacion de matrices para obtener prob. de Inclusioén en | a segunda fase
Pi j TanR. prop<- PijTaml[1l:tan®, 1:tanR] * Pij Condi.tan®. prop
# 1:tan®, 1. tanR ->Puesto que son todas iguales en |la prinera etapa.
#"ox " -> Product o conponente a conponente.
### Para otros estinadores:
#### 1. Para el estinmador Directo y Singh-Joader-Tracy:
Eti.nmuestra2.dir <- Etiquetas. m dzuno(tan®, dat os. x. nuestral)
nmuestra2.dir <- nuestral[Eti.nuestra2.dir]
## Cal cul o de | as probabilidades de |nclusion
#### De primer orden de la Miestra 2
dat os. x. t anR<- x[ nuestra2. dir]
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t an2]
Pl condi . t an®. di r<-vect or (| en=t anR)
sum( dat os. x. nuestral)->Tot al Xt amlL
for (i in 1:tanR) Plcondi.tanR.dir[i]<-
(taml-tanmR)/(tanl-1) )*(datos.x.tan?[i]/ Total Xtaml) +tanR-1)/(taml-1)
PltanR. dir<-Pl.Partel*Plcondi.tan2.dir
#### De segundo orden de |a Miestra 2
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Pi j Condi . tan®. di r<-matri x(nr=tank, nc=t anR)
al f a<- dat 0s. x. t anR/ Tot al Xt antl

for (i in 1:tanR)
for (j in 1:tanR)

{
if (i =)
PijCondi.tam2.dir[i,i]<-
( (tam-tanR)/(taml-1) )*(alfal[i])+ (tank-1)/(tanl-1)
el se
PijCondi.tam2.dir[i,j]<-((tanR-1)/(taml-1))*(((taml-tanR)/(tamdl-2) ) *
(alfa[i]+alfa[j])+( (tanR-2)/(tanl-2) ) )

}
PijTan?.dir<- PijTaml[1l:tan2, 1:tanR] * PijCondi.tan2.dir
#### 2. Silva and Skinner estimator (ps):

ceros<-1
while (ceros>=1)
{ muestra2. ps <-Etiquetas.m dzuno(tang, x)

nmuestra2. ps<-sort (nuestra2. ps)

### Ahora se pos-estratifica: (nmediante funcion divideestratos)

t anh. ps<-di vi deest r at os(nuestra2. ps, Nh)

Trues<- tankh. ps==0

cer os<-sun{ Trues)

### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
#### De primer orden
Tot al X<- sun( x)
Xt an®. ps<- X[ nuestra2. ps]
Pi . tanR. ps<-vect or (I en=t anR)
for (i in 1:tanR)
Pi.tanR.ps[i]<-((N-tanmR)/(N1) )*(XtanR.ps[i]/Total X)+(tanm2-1)/ (N 1)
#### De segundo orden
Pij.tanR. ps<-matrix(nc=tan®, nr=tanR)
al f a<- Xt an®. ps/ Tot al X
for (i in 1:tanR)
for (j in 1:tanR)
ifo(i==j)
Pij.tamR.ps[i,i]<-((N-tamR)/(N-1))*(XtanR.ps[i]/Total X)+(tanm2-1)/(N 1)
el se
Pij.tamR.ps[i,j]<-( (tanR-1)/(N1))*
( ( (NtanmR)/(N-2) )*(alfa[i]+alfa[j])+( (tanR-2)/(N-2) ) )
resultado <- list(
t amih=t amlh, t anRh=t anRh, nuestralh=nuestral,
nmuestra2. prop=ruestra2. prop, Eti.nuestra2.prop=Eti.nuestra2.prop
Pl taml=Pl t aml, Pl t an. prop = PlItan®. prop,
Pl condi . t anR. pr op=PI condi . t anR. pr op
Pi j Condi . t an®. prop=Pi j Condi . t an®. pr op, nmuestra2. di r=nuestra2.dir,
Pltan2.dir=Pltan?. dir,
Pi j Taml= Pij Taml, Pij Tan®. prop=Pij Tan®. prop, Pij TanR.dir=Pij TanR.dir,
nmuest ral=nuestral, PijCondi.tan®.dir=PijCondi.tan?. dir,
Pl condi.tan2.dir=Plcondi.tan2.dir, Eti.nmuestra2.dir= Eti.nuestra2.dir,
Pi.tanR. ps= Pi.tan?.ps, Pij.tanmR. ps= Pij.tanR. ps, tankh. ps= tankh. ps,
nmuestra2. ps=nuestra2. ps)
#### EJEMPLO
#muestra. bi f asi coST. M Z( Faml500. Nn, Fanil500[, 3], tanl=100, tan?=50)
resul tado
}

nmuestra. bi fasi coST. M P<-functi on(Nn, x, taml, tanR)

# Extracci 6n de nuestras en Miestreo bifasico aplicado a la estratificacién y
#cal cul o de probabilidades de inclusion: M P= Mas. Poi sson = Tl PO=8.

{ N1<- | engt h(x)
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N<- sun( Nh)
if (N!= Nl) stop("La longitud del vector x es dintinta a N=suna de Nh")
ceros<-1
while (ceros>=1)
{ muestral <- sanple(N, tanl)
nmuestral <- sort(nuestral)
### tanilh: contendra tanmfios de estratos de donde se van a extraer nuestras
t anmlh<- di vi deest r at os(nuestral, Nn)
Trues<-tanilh==0
cer os<-sun{ Trues)
}
dat 0s. x. nmuest ral<-x[ nuestral]
t ankh<- af i j aci on. propor ci onal (tan2, t anih)
L<-1 engt h( Nh)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién
### Muestra 1- Prinmer orden y segundo orden
Pl t aml<- vect or (| en=t anl)
Pij<-(tanl/N) *((tanml-1)/(N-1))
Pij Tanl<-matri x(Pij, nr=tanil, nco=taml)
for (i in 1:tanl)
{ PlItam[i]<-tanl/N
PijTaml[i,i]<-tanl/N ## En |a diagonal se ponen |as de ler. orden

}
## EMPI EZA PROCESO DE SELECCI ON EN SEGUNDA ETAPA ####

Eti.nuestra2. prop<-c()
nmuestra2. prop<-c()
Pl t an?. prop<-c()
t ankh. P<-vector (| en=L)
Pl condi . t anR. pr op<-c()

dat 0s. x. tanm<-c()

for (hin 1:L)

{ ## for #1

if (h'!'=1)
{ a<-sum(tamih[1:(h-1)])+1
az2<-sun(tanh[1: (h-1)])+1 }
el se

{ a<-1; a2<-1 }
b<-sun(tanmlh[ 1: h])
b2<- sun{(tanRh[1:h])
| en<-0
whil e (1 en==0)
{
nmuest raz2h. prov <- Etiquetas. Poi sson(tanRh[h], datos. x. nuestralf[a: b])
| en<- 1 engt h( nuestra2h. prov)
}
Eti.nmuestra2. prop<-c(Eti.nuestra2. prop, nuestra2h. prov )
nmuest r ah<- nuestralf a: b]
nmuest ra2h. prov <- rnuestrah[ nuestraz2h. prov]
nmuest ra2. prop<- c(nuestra2. prop, nuestrazh. prov)
t anh. P[ h] <-1 engt h( nuest r a2h. pr ov)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusio6n en |a segunda fase
dat 0s. x. t anR<-c(dat os. x. t an2, X[ rnuestra2h. prov])
dat os. x. t an2h<- x[ nuest r a2h. prov]
#### De la Muestra 2
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t ankh. P[ h]]
Pl condi . t anR<-vect or (I en=t anh. P[ h])
sum( dat os. x. nuestral[ a: b] ) ->Tot al Xt amlL
for (i in 1l:tankh.P[h])
Pl condi.tanR[i] <- tanRh. P[ h] *dat os. x.tan2h[i]/ Tot al Xt aml
Pl tanR. prop<- c(PltanR. prop, PI.Partel*Plcondi.tanR)
Pl condi . t an®. pr op<- c( Pl condi .t an®. prop, Pl condi . tan? )
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} O ## for #1
t ank<- sun(t ankh. P)
Pi j Condi . t anR. prop<-matri x( nr=tan?, nc=t an)
#### De | a Muestra 2 de segundo orden ( matriz Pij.cond)
for (hin 1:L)
{ ## for #1

if (h!=1)
{ a<-sum(tamth[1: (h-1)])+1
az2<-sun(tanh. P[1: (h-1)]) +1
}
el se
{ a<-1

az<-1

}
b<-sun(tanmlh[ 1: h])
b2<- sun{tanth. P[1: h])
for (I in 1:L)
## for-|
if (h==l)
for (i in a2:b2)
for (j in a2:b2)
Pij Condi.tanR. prop[i,j]<- Plcondi.tan®. prop[i]*Plcondi.tan®. prop[j]
el se  ## else-|
{if (I '=1)
{ al<-sun(tanth[1:(1-1)])+1
al 2<-sun(tanh. P[1: (1-1)]) +1
}

el se
{ al<-1
al 2<-1

}
bl <-sum(tamih[1:1])
bl 2<- sun{tanm2h. P[1:1])
for (i in a2:b2)
for (j in al2:bl2)
Pij Condi.tan®. prop[i,j]<- Plcondi.tanR. prop[i]*Plcondi.tan®. prop[j]
}  ## else-|
} ## for-|
## Se incluyen las de priner orden en |a diagonal principal:
for (i in a2:b2) PijCondi.tanR. prop[i,i]<-Plcondi.tanR. prop[i]
} ## for #2
# Mul tiplicacion de matrices para obtener prob. de Inclusién en | a segunda fase
Pi j TanR. prop<- Pij Tanl[1l:tan®, 1:tanR] * Pij Condi.tan®. prop
# 1:tan®, 1. tanR ->Puesto que son todas iguales en |la prinera etapa.

### Para otros estinadores:

#### 1. Para estimador Directo y Singh-Joader-Tracy:
Eti.nmuestra2.dir <- Etiquetas. Poisson(tan®, datos. x. nmuestral)
nmuestra2.dir <- nuestral[Eti.nuestra2.dir]
tanmk<-length(Eti.nmuestra2.dir)

### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusién

#### De primer orden de la Miestra 2
dat 0s. x. t anR<- x[ nuestra2. dir]
Pl . Partel<-Pltaml[ 1: t an2]
Pl condi . t an®. di r<-vect or (| en=t anR)
sum( dat os. x. nuestral)->Tot al Xt amlL
for (i in 1:tanR)
Plcondi.tanR.dir[i]<- tanmR*datos.x.tan2[i]/ Total Xtaml
PltanR. dir<-Pl.Partel*Pl condi.tanR. dir
#### De segundo orden de la Miestra 2
Pi j Condi . tan®. di r<-matri x(nr=tank, nc=t anR)
al f a<- dat os. x. t an2/ Tot al Xt anil
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for (i in 1:tanR)
for (j in 1:tanR)

if (i =)
PijCondi.tanR.dir[i,i]<- Plcondi.tanR.dir[i]
el se

PijCondi.tam2.dir[i,j]<- Plcondi.tamR.dir[i]* Plcondi.tanR.dir[j]

}
PijTanR.dir<- PijTaml[1l:tan®, 1:tanR] * PijCondi.tan2.dir
#### 2. Silva and Skinner estimator (ps):
ceros<-1
while (ceros>=1)
{ muestra2. ps <-Etiquetas. Poi sson(tang, x)
nmuestra2. ps<-sort (nuestra2. ps)
### Ahora se pos-estratifica: (nmediante funcion divideestratos)
t anh. ps<-di vi deest r at os(nuestra2. ps, Nh)
Trues<- tankh. ps==0
cer os<-sun{Trues)
}
t anR<- | engt h( nuestra2. ps)
### Cal cul o de | as probabilidades de Inclusioén
#### De priner orden
Tot al X<- sun{ x)
Xt an®. ps<- X[ nuestra2. ps]
Pi .t anR. ps<-vect or (| en=t anR)
for (i in 1:tanR)
Pi.tan2. ps[i]<- tanR*XtanR.ps[i]/Total X
#### De segundo orden
Pij.tanR. ps<-matrix(nc=tan®, nr=tanR)
for (i in 1:tanR)
for (j in 1:tanR)

if (i=5)
Pij.tanR.ps[i,i]<- Pi.tanR. ps[i]
el se
Pij.tamR.ps[i,j]<-Pi.tanR. ps[i]*Pi.tanR. ps[j]
resultado <- list(

tamlh=t anih, tanmRh=tanRh.P, nuestralh=nuestral, nuestra2.prop = nuestra2.prop
Eti.nmuestra2. prop=Eti. nuestra2. prop, Pltam=PItani, Pl tanR. prop = Pltan?. prop
Pl condi . t an®. pr op=PI condi . t an®. prop, Pi j Condi . t anR. pr op=Pi j Condi . t an®. pr op
nmuestra2. di r=nuestra2.dir,Pltan2. dir=PltanR.dir, PijTanl=Pij Tanl

Pi j Tan®. pr op=Pi j Tan®R. prop, Pij Tan®. dir=Pij TanR. dir,

nmuest ral=nuestral, PijCondi.tan®.dir=PijCondi.tan?.dir,

Pl condi.tan2.dir=Plcondi.tan2.dir, Eti.nuestra2.dir= Eti.nuestra2.dir,
Pi.tanR. ps= Pi.tanR.ps, Pij.tanR.ps= Pij.tanR.ps tankh. ps= tankh. ps
nmuestra2. ps=nuestra2. ps)

#### EJEMPLO

#nuestra. bi f asi coST. M P( Fanl500. Nh, Faml500[, 3], tanml=100, tanR=50)

resul tado
}
muestra. bi fasi coST<-function(TI PO Nn, z, tanl, tanR)
# Para seleccionar un tipo de nuestreo y llevarlo a la préactica. Se han

#i npl ement ado | os siguientes TIPOS DE MJESTRECS
#TIPO=1: M M (Mas. Mas), TIPO=5: MZ (Mas.M dzuno), TIPO=8: M P (Mas. Poisson)

{
swi tch(TI PQ
resul tado<- nuestra. bi fasi coST. M M Nh, tanil, tan?),
resul t ado<- I ntroduce. ot ro. nuestreo
resul tado<- | ntroduce. otro. nuestreo
resul tado<- | ntroduce. otro. nuestreo
resul tado<- nuestra. bi fasi coST.M Z(Nh, z, taml, tanR),
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resul tado<- | ntroduce. otro. nuestreo

resul tado<- | ntroduce. otro. nuestreo

resul tado<- nuestra. bi fasi coST. M P(Nh, z, taml, tanR)
)

resul t ado

}

Dat 0sST<-functi on(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, dat osy, dat osx, Nh, tam, t an®, bet a, Q)
# Estinmadores y sus varianzas en Mbifasico aplicado a la estratificaci6n

N<- sun( Nh)
## 1. Captura de informacion: Tamafios nuestral es, etiquetas y Prob. inclusion
nmuestras <- nuestra. bifasi coST(Ti po. Muestreo, Nh, datosx, taml, tanR)
## Para estimador propuesto (1)
tanlh <-rnuestras$tantih
tankh <-nuestras$t ankh
nmuestralh <-nuestras$nmuestralh
nuestra2. prop <-nuestras$nuestra2. prop
Eti.nmuestra2. prop <-nuestras$Eti.nuestra2. prop
Pltaml <-nuestras$Pltaml
Pltan?. prop <-nuestras$PltanR. prop
Pl condi . tan2. prop <-nuestras$Pl condi.tan®. prop
Pi j Condi .t anR. prop <-nuestras$Pij Condi.tanR. prop
tan®. prop<-1| engt h( Pl t ank. prop)
Pi j Tanl<- nuestras$Pi j Taml
Pi j Tan®. pr op<- nuest r as$Pi j Tan?. pr op
## Para estimadores directo (2) y de Singh (3)
nmuestra2.dir <- nuestras$nuestra2.dir
Pltan2.dir <-nuestras$Pltan.dir
Pij TanR.dir <- nuestras$Pij Tan2.dir
PijCondi.tan2.dir <- nuestras$Pij Condi.tanR.dir
nmuestral <- nuestras$nmuestral
Plcondi.tanR.dir <- muestras$Pl condi.tan®.dir
Eti.nmuestra2.dir <- muestras$Eti.nuestra2.dir
## Para estimador de Silva y Skinner (4)
t ankh. ps <-nuest ras$t ankh. ps
nmuestra2. ps <-nmuestras$nuestra2. ps
Pi .tan2. ps <-nuestras$Pi.tanR. ps
Pij.tanR.ps <-nuestras$Pij.tan®. ps
### Aqui se pone el nuevo tan2 en el caso de M de Poi sson
| engt h( nuestra2. prop) - >t an. prop
#### 2. Cbtencion de estinmadores.
## Para estimador propuesto (1)
Yt anR. pr op<- dat osy[ nuest r a2. pr op]
Q prop<-cuantil . HT. Rapi do(Ti po. Fd, bet a, N, Pl t an®. pr op, Yt an®. pr op)
## Para estimadores directo (2) y de Singh (3)
# Directo
Yt an®. di r <- dat osy[ nuestra2. dir]
Qdir<-cuantil.HT. Rapi do(Ti po. Fd, beta, N, Pltan2. dir, Ytan?. dir)
# Si ngh
Xt an®. di r <- dat osx[ nuestra2. dir]
Xt anml<- dat osx[ nuestral]
. 1<-cuanti | . HT. Rapi do( Ti poFd=1, bet a, N, Pi =PI t aml, vect or y=Xt anti)
Qsjt<- cuantil.SJT(beta, .1, YtanR.dir, Xtaml, XtanR.dir)

tanR. dir<-length(Ytan?.dir) ## Canbia del resto en M Poi sson
## Para cal cul ar pll
X. 2<-cuanti | . HT. Rapi do( Ti poFd=1, bet a, t ant,
Pi=rep(tanR.dir/tantl,ti=tan.dir), vectory=Xtan.dir)
Q. 2<-cuantil . HT. Rapi do( Ti poFd=1, beta, tamnd,
Pi=rep(tanR.dir/tanl,ti=tanR.dir), vectory=YtanR.dir)
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Trues. x2<- Xtan®. di r<=Q. 2
pli<- sun( YtanR.dir[Trues.x2]<=Q.2 ) / tanR.dir
## Para estimador de Silva y Skinner (4)
Yt anR. ps<- dat osy[ nuestra2. ps]
Q ps<-cuantil.PS(beta, Nh, nh=t anh. ps, Pi =Pi . t anR. ps, vect or y=Yt an®. ps)
#### 3. Obtencion de varianzas.
# "Estinmacion" de |a densidad de y
fy<-densi dad(dat osy, Q)
## Para estinmador directo (2)
#HAHAH Suma 1.
Pij Taml. v2<-Pi j Taml[ Eti . nuestra2.dir, Eti.nuestra2. dir]
Pltanl. v2<-Pltaml[ Eti.nmuestra2. dir]
col . Pi TamlL. v2<-matri x(Pl tanl. v2, nc=1, nr=tan®. dir)
matri x1. TanR1l<- (Pij Taml.v2- col.Pi Taml. v29% %l t anl. v2)/ Pij Tan2.di r
matri x2. TanRl<- (Delta(Qdir,Ytan2.dir) / col.PiTanl.v2 ) %W %
(Delta(Qdir,YtanR.dir) / Pltantl.v2 )
suma. TanRl<-sun{matrix1l. TanRl*matri x2. TanR1)
#HAHAH Suma 2.
col .Plcondi.tanR.dir<-matri x(Plcondi.tan®.dir,nc=1, nr=tan®.dir)
col .PltanR.dir<-matrix(Pltan®.dir,nc=1, nr=tan®.dir)
matri x1. TanR2 <- (PijCondi.tan2.dir- col.Plcondi.tanm2.dir %%
Pl condi.tanR.dir)/PijCondi.tan®.dir
matri x2. TanR<- (Delta(Qdir,YtanR.dir) / col.PltanR.dir ) W%
(Delta(Qdir,YtanR.dir) / PltanR.dir )
suma. Tan2<- sum(mat ri x1. Tan2*mat ri x2. TanR)
var.est.dir<-(1/fy”r2)*(1/ N*2)*( suma. TanR1l+ suma. TanR)
## Para estimador propuesto (1)
#H#H# Suma 1
## En M Poi sson
Pi j Taml. v2<- Pi j Taml[ 1: t an®. prop, 1:tanR. prop]
Pl tanl. v2<- Pl tamil[ 1: t an®. pr op]
col . Pi Taml. v2<-matri x(Pltanil. v2, nc=1, nr =t anR. pr op)
matri x1. TanRl<- (Pij Taml.v2- col.Pi Taml. v2% %I t aml. v2)/ Pi j Tan®2. prop
mat ri x2. TanR1l<- (Delta(Q prop, YtanR. prop) / col.Pi Tanl.v2 )% %
(Delta(Q prop, YtanR. prop) / Pltanl.v2 )
suma. TanRl. prop<-sun(matri xl. TamR1l*nmatri x2. TanR1)
### Suma 2 # Se suman | as uni dades del misno estrato.
L<-1 engt h( Nn)
suma. Tan. prop<-0
col . Pl condi . tan®. prop<-matri x(Pl condi . t an2. prop, nc=1, nr =t anR. pr op)
col . Pl tan®. prop<-mat ri x( Pl tanR. prop, nc=1, nr=t anR. pr op)
Del ta.tan2<-(Pij Condi.tan®. prop- (col.Plcondi.tan?. prop% %l condi .tan®. prop))
for (hin 1:L)
{ if (h!=1) a2<-sun(tanfh[ 1: (h-1)])+1
el se az2<-1
b2<- sun{(tankh[1:h])
matri x1. TanR. prop <-Del ta.tan®[a2: b2, a2: b2]/ Pij Condi .tan®. prop[ a2: b2, a2: b2]
col . h<-matrix( (Delta(Q prop, Ytan2. prop[a2: b2])/col.Pltan®. prop[a2: b2, 1]),
nr =t an’h[ h] , nc=1)
mat ri x2. Tan2. pr op<-
col . hos 9% Del ta( Q prop, Ytan®. prop[ a2: b2])/ Pl tan®. prop[a2: b2])
suma. Tan®. prop<- suma. Tan2. prop+sun({matri x1. TanR. prop*mat ri x2. Tan2. pr op)
}
var. est.prop<-(1/fy~2)*(1/ N2)*( suma. TanRl. prop + suna. TanR. prop)
## Para estimador Singh (3)
var.est.sjt<-
(beta*(1-beta)/fyr2)*((L/tanR.dir)-(1/N)*(pll/ (beta*(1-beta))-1)"2)
### Para estinmador Silva y Skiner (PS) (4)
Sal i da<-F. di stri buci on. PS( Nh, nh=t anth. ps, t =Q ps, Pi . t anR. ps, vect ory=Yt an®. ps)
Fd. g<- Sal i da$Fd. g
Nh. gorr o<- Sal i da$Nh. gorro
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vector. Fd. g<-c()
vect or. Nn<-c()
vect or. Nh. gorro<-c()
for (hin 1:L)
{ wvector.Fd.g<- c(vector.Fd.g, rep(Fd.g[h],ti=tanRh.ps[h]) )
vect or. Nn<-c(vector. Nh, rep(Nn[ h], ti mrt ankh. ps[ h])
vect or. Nn. gorro<-c(vector. Nh.gorro, rep(Nh.gorro[h], timtanRh.ps[h]) )
}
vector.a<-Delta(Q ps, YtanR. ps) - vector.Fd.g
var. est.psl<- (1/fy~2)*varianza. PS(N, vector.a, Pi.tanR.ps, Pij.tanR.ps)
vector. a. 2<- vector.a*vector.Nh/vector.Nnh.gorro
var. est.ps2<- (1/fy~2)*varianza. PS(N, vector.a.2, Pi.tanR. ps, Pij.tanR.ps)
### Resultado del Prograna
resul tado<-list(Q prop=Q prop,Qdir=Qdir,Qps=Qps,Qsjt=Qsjt,var.est.prop =
var. est.prop, var.est.dir=var.est.dir,var.est.psl=var.est.psl, var.est.ps2=
var.est.ps2,var.est.sjt=var.est.sjt, PltanR. prop=Pl tant. prop)
resul tado
## EJEMPLO
#Dat osST( Ti po. Muest reo=1, Ti po. Fd=1, dat osy=Fanml500. st [, 1], dat osx=Fani500. st [, 1],
#Nh=Fani500. Nh, tanml=100, tanR=50, beta=0.5, Qy=nedi an(Fanml500.st[,1]))

}

Si mul a. bi f asi coST<-functi on(NonbreP, Pobl aci on, Nh, Ti po. Muest r eo, Ti po. Fd,
vari abl eY, variabl ez, tanl, tan?, replicas, beta)
# Realiza la sinmulaci6n en nuestreo bifasico aplicado a la estratificaci én
{ N<- sun( Nh)

vari abl es<-1 engt h(Pobl acion[1,])

dat osx<- Pobl aci on[, vari abl eZ]

dat osy<- Pobl aci on[, vari abl eY]
salidaError <- paste("C\\BifasicoST\\errP_ ", NonbreP, "TM ", Ti po. Miestreo,

"TFd_", Tipo.Fd, "tanl_ ", tanil,"beta ", beta, ".txt", sep ="")
sal i daEsti mador <- paste("C \\BifasicoST\\estP_ ", NonbreP,"TM ", Ti po. Muest r eo,
"TFd_", Tipo. Fd,"tam", tandl,"y", tanR, "beta ", beta,".txt", sep ="")
sal i daBoxEst <- paste("C. \\Bifasi coST\\BoxEstP_", NonbreP, "TM ", Ti po. Muest r eo,
"TFd_", Tipo.Fd,"tam", tandl,"y", tanR, "beta ", beta,".txt", sep ="")
sal i daBoxVar <- paste("C \\Bifasi coST\\BoxVarP_", NonbreP, "TM ", Ti po. Muest r eo,
"TFd_", Tipo.Fd,"tam", tandl,"y", tanR, "beta ", beta,".txt", sep ="")

# AHORA EMPI EZA EL PROCESO DE REPLI CACI ON #
Qy<-cuantil . HT. Rapi do(Ti poFd=1, bet a, N, Pi =1, vect or y=dat osy)
ecmest.dir <- 0 ; ses.est.dir <- 0 ; Coverage.dir <-0 ; values.var.dir<-c()

sunl. dir<-0 ; sun2.dir<-0 ; len.dir<-0
ecmest.prop <-0 ; ses.est.prop <-0 ; Coverage.prop<-0 ; values.var. prop<-c()
sumi. prop<-0 ; sun®. prop<-0 ; | en. prop<-0
ecmest.ps <- 0 ; ses.est.ps <- 0 ; Coverage.psl <-0 ; Coverage. ps2<-0
val ues. var. psl<-c(); values.var.ps2<-c(); suml. ps<-0 ; sunR. ps<-0
| en. psi<-0; | en. ps2<-0
ecmest.sjt <- 0 ; ses.est.sjt <- 0 ; Coverage.sjt<-0 ; values.var.sjt<-c()
suml. sjt<-0 ; sun?.sjt<-0 ; len.sjt<-0

sum Pl tank<-0
for(b in 1l:replicas)

dat os<- Dat osST(Ti po. Muestreo, Ti po. Fd, datosy, datosx, Nh, tanil, tanR, beta, Q)
Q prop<-dat 0s$Q prop
Qdir<-datos$Qdir
Q ps<-dat 0s$Q ps
Qsjt<-datos$Q sjt
var.est.dir <-datos$var.est.dir
var. est.prop <-datos$var. est.prop
var. est.psl <-datos$var. est.psl
var. est.ps2 <-datos$var. est. ps2
var.est.sjt <-datos$var.est.sjt
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Pl t an2. prop<- dat os$PItan®. prop
sum Pl t ank<-sum Pl tan2+ (1/ N)*sun(1/ Pl tan®. prop)
### 1 ### El estimador directo para conparar:
ecmest.dir <- ecmest.dir + (Qdir - Q)"2
ses.est.dir <- ses.est.dir + (Qdir - Q)
Box.dir<-(Qdir - Q) /Q
Est ado<-abs((Q dir-Qy)/sqrt(abs(var.est.dir)))<=1.96
if (is.na(Estado)==TRUE) val or. Cove<-0
el se
if (Estado==TRUE) val or.Cove<-1 else valor.Cove<-0
Cover age. di r <- Cover age. di r+ val or. Cove
val ues.var.dir<-c(values.var.dir,var.est.dir )
suml. dir<- suml.dir+Qdir
sun. di r<-sun®.dir+Q dirn2
len.dir<-len.dir+sqrt (abs(var.est.dir))
#H## 2 ### Estinmador estratificado (propuesto)
ecmest.prop <- ecmest.prop + (Qprop - Qy)"2
ses.est.prop <- ses.est.prop + (Qprop - Q)
Box. prop<-(Q prop - Q) /Qy
Est ado<- abs((Q prop-Qy)/sqrt(abs(var.est.prop)))<=1.96
if (is.na(Estado)==TRUE) val or. Cove<-0
el se
if (Estado==TRUE) val or.Cove<-1 else valor.Cove<-0
Cover age. pr op<- Cover age. prop+ val or. Cove
val ues. var. prop<-c(val ues. var. prop, var. est. prop)
sumi. prop<- suni. prop+Q prop
sun®. prop<-sunf. prop+Q prop”2
| en. prop<-I|en. prop+sqrt (abs(var. est. prop))
#H## 3 ### Estinmador SJIT
ecmest.sjt <- ecmest.sjt + (Qsjt - Q)"2
ses.est.sjt <- ses.est.sjt + (Qsjt - Q)
Box.sjt<-(Qsjt - Q) /Q
Est ado<-abs((Q sjt-Qy)/sqrt(abs(var.est.sjt)))<=1.96
if (is.na(Estado)==TRUE) val or. Cove<-0
el se
if (Estado==TRUE) val or.Cove<-1 else valor.Cove<-0
Cover age. sj t<- Cover age. sjt+ val or. Cove
val ues. var.sjt<-c(values.var.sjt,var.est.sjt)
suml. sjt<- suml.sjt+Q sjt
sunk. sjt<-sunk.sjt+Q sjt"2
len.sjt<-len.sjt+sqrt(abs(var.est.sjt))
#H## 4 ### Estinmador Silva Skinner (PS)
ecmest.ps <- ecmest.ps + (Qps - Q)"2
ses.est.ps <- ses.est.ps + (Qps - Q)
Box. ps<-(Qps - Q) /Q
Est adol<-abs((Q ps-Qy)/sqrt(abs(var.est.psl)))<=1.96
Est ado2<-abs((Q ps-Qy)/sqrt (abs(var. est.ps2)))<=1.96
if (is.na(Estadol)==TRUE) val or. Covel<-0
el se
if (Estadol==TRUE) val or.Covel<-1 else valor.Covel<-0
if (is.na(Estado2)==TRUE) val or. Cove2<-0
el se
i f (Estado2==TRUE) val or.Cove2<-1 else valor.Cove2<-0
Cover age. psl<- Cover age. psl+ val or. Covel
Cover age. ps2<- Cover age. ps2+ val or. Cove2
val ues. var. psl<-c(val ues. var. psl, var. est. psl)
val ues. var. ps2<-c(val ues. var. ps2, var. est. ps2)
sumil. ps<- sunil. ps+Q ps
sun. ps<-sun®. ps+Q ps”2
| en. psl<-len. psl+sqrt(abs(var. est.psl))
| en. ps2<-1en. ps2+sqrt (abs(var. est. ps2))
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### Se escribe el valor de | os estinmdores

linea <- paste(b, Q, Qdir, Qprop, Qsjt, Qps, var.est.dir,

var.est.prop, var.est.sjt, var.est.psl, var.est.ps2, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaEstinmador, ncolumms = 1, append = T)
linea <- paste(b, Box.dir, Box.prop, Box.sjt, Box.ps, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaBoxEst, ncolums = 1, append = T)

} # end replicas
E. PitamR<- (1/replicas)*sum Pltan?
##### Obtenci on de longitud nedia
E.len.dir <-(1/replicas)*2*1.96*len.dir
E.l en. prop<-(1/replicas)*2*1. 96*| en. prop
E.len.sjt <-(1/replicas)*2*1.96*len.sjt
E.len. psl<-(1/replicas)*2*1. 96*| en. psl
E.l en. ps2<-(1/replicas)*2*1. 96*| en. ps2
### btencion de ECM RB (SR), RE (ER) y RRMSBE de varianzas
## Estimador Directo
var.dir<-(1l/replicas)*sunR.dir - ((1/replicas)*sunl.dir)”"2
MSE. var.dir<- (1/replicas)*sun((values.var.dir-var.dir)”"2)
RB. var.dir<- 100*(1/replicas)*(1/var.dir)*sun(val ues.var.dir-var.dir)
RRVSE. var . di r<- 100*sqrt(MSE.var.dir)/var.dir
RE. var.dir<-1
## Estimador propuesto
var. prop<-(1l/replicas)*sun?. prop - ((1/replicas)*suml. prop)”2
MBE. var. prop<- (1l/replicas)*sun((val ues. var. prop-var. prop)”"2)
RB. var. prop<- 100*(1/replicas)*(1/var. prop)*sum(val ues. var. prop-var. prop)
RRVSE. var . prop<- 100*sqrt ( MSE. var. prop)/var. prop
RE. var. prop<- MSE.var.prop/ MSE. var.dir
## Estinmador de SJT
var.sjt<-(1/replicas)*sunR.sjt - ((1l/replicas)*suml.sjt)"2
MBE. var.sjt<- (1/replicas)*sun((val ues.var.sjt-var.sjt)”"2)
RB. var.sjt<- 100*(1/replicas)*(1/var.sjt)*sunm(val ues.var.sjt-var.sjt)
RRVBE. var. sjt<- 100*sqrt(MSE. var.sjt)/var.sjt
RE. var.sjt<- MSE.var.sjt/MSE var.dir
## Estinmadores PS
var.ps<-(1l/replicas)*sunR.ps - ((1/replicas)*suml. ps)”"2
MBE. var. psl<- (1/replicas)*sun((val ues.var.psl-var.ps)”"2)
MBE. var . ps2<- (1/replicas)*sun((val ues. var. ps2-var. ps)”"2)
RB. var. psl<- 100*(1/replicas)*(1/var.ps)*sun(val ues. var. psl-var. ps)
RB. var. ps2<- 100*(1/replicas)*(1/var.ps)*sun(val ues. var. ps2-var. ps)
RRVSE. var . psl<- 100*sqrt (MSE. var. psl)/var. ps
RRVSE. var . ps2<- 100*sqrt ( MSE. var. ps2)/var. ps
RE. var. psl<- MSE.var.psl/ MSE. var.dir
RE. var. ps2<- MSE.var.ps2/ MSE. var.dir
### btencion de ECM RB, REy RRVBE de estinadores
## Estimador Directo
MBE. est.dir<-(1l/replicas)*ecmest.dir
RB. est. dir<-100*(1/replicas)*(1/ Qy)*ses.est.dir
RRVBE. est . di r<-100*sqrt (MSE. est.dir)/ Qy
RE. est.dir<-1
## Estimador propuesto
MBE. est . prop<-(1/replicas)*ecm est. prop
RB. est. prop<-100*(1/replicas)*(1/ Q) *ses.est.prop
RRVBE. est . prop<- 100*sqrt ( MSE. est . prop)/ Qy
RE. est . prop<- MSE. est. prop/ MSE. est . di r
## Estinmador de SJT
MBE. est.sjt<-(1/replicas)*ecmest.sjt
RB. est.sjt<-100*(1/replicas)*(1/ Qy)*ses.est.sjt
RRVBE. est . sj t<-100*sqrt ( MSE. est.sjt)/ Qy
RE. est.sjt<-MSE. est.sjt/MSE. est.dir
## Esti mador PS
MBE. est. ps<-(1/replicas)*ecm est. ps
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RB. est. ps<-100*(1/replicas)*(1l/ Qy)*ses. est.ps

RRVBE. est . ps<-100*sqrt ( MSE. est. ps)/ Qy

RE. est . ps<- MSE. est. ps/ M5E. est . di r

### (bt enci 6n de Cover age.
Cove. dir<-100*(1/replicas)* Coverage.dir
Cove. prop<-100*(1/replicas)* Coverage. prop
Cove.sjt<-100*(1/replicas)* Coverage.sjt
Cove. psl<-100*(1/replicas)* Coverage.psl
Cove. ps2<-100*(1/replicas)* Coverage.ps2

### Se escribe la matriz de resultados

linea <- paste(round(E Pitan®, 4), tan®,

round(RB. est.dir, 4), round( RRVBE. est . dir, 4), round( RE. est.dir,4),

round( RB. est. prop, 4), round( RRVSE. est . prop, 4), round( RE. est. prop, 4),

round(RB. est.sjt,4) , round( RRVSE. est . sjt, 4), round( RE. est.sjt,4),

round( RB. est. ps, 4), round( RRVSE. est . ps, 4), round( RE. est.ps,4),

round(RB.var.dir, 4), round( RRVSE. var . dir, 4), round(RE. var.dir, 4),
round( Cove. dir, 4), round( E.len.dir,4),

round( RB. var . prop, 4), round( RRVSE. var. prop, 4), round( RE. var. prop, 4),
round( Cove. prop,4), round( E len.prop,4),

round( RB.var.sjt,4), round( RRVBE. var. sjt, 4), round( RE.var.sjt,4),
round( Cove. sjt, 4), round( E. len.sjt, 4),

round(RB. var. psi, 4), round( RRVBE. var. psi, 4), round( RE. var. psi, 4),
round( Cove. psi, 4), round(E. | en. psi, 4),

round(RB. var. ps2, 4), round( RRVBE. var. ps2, 4), round( RE. var. ps2, 4),
round( Cove.ps2,4), round(E. | en. ps2, 4), sep = "\t")

wite(linea, file = salidaError, ncolums = 1, append = T)
#H##H### Box-vari anzas
for (b in 1:replicas)

{ Box.dir<- (values.var.dir[b] -var.dir )Y/ var.dir
Box. prop<- (val ues.var. prop[b]-var. prop)/var.prop
Box. sj t <- (values.var.sjt[b] -var.sjt )/var.sjt
Box. psl<- (val ues.var.psl[b] -var.ps )/var.ps
Box. ps2<- (val ues. var.ps2[b] -var.ps )/var.ps
linea <- paste(b, Box.dir, Box.prop, Box.sjt, Box.psl, Box.ps2, sep = "\t")
wite(linea, file = salidaBoxVar, ncolums = 1, append = T)

}
#i### EJEMPLO
#Si mul a. bi f asi coST( Nonbr eP=c(" Faml500"), Pobl aci 6n=Fanl500.st, Nh=Faml500. Nh
#Ti po. Muestreo=5, Tipo.Fd=1, variableY=1l, #variablez=2, tanl=150, tank=50,
#repl i cas=100, beta=0.5)
}

C.3.5. Estimacion modelo-asistida usando ver osimilitud empirica

## ESTI MADORES DE CALI BRACI ON ##

cuantil.cal. lva. 3ptos
<-function(beta, puntos.t,to=vector.t, s=etiquetas,d=1/Pi,y,x,g=rep(1, N )
# Estinmadores de calibracion. 1 variable auxiliar y 3 puntos.

| engt h(nuestray)->n

sort (ruestray) - >dat os

t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f 1 oor (n/ 2)

Fd.n<- calibracionfd2(puntos.t, to, s, d, y, X, q)
i f (Fd.n>beta)



{ while(B-A'!=1)
{ t<-datos[M

Fd<- cal i braci onfd2(puntos.t, to, s, d, vy, X, q)
i f (Fd>beta)
{ B<-M

Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }
t

}

cuantil.cal.2va. 3pt os<-
function(beta, puntos.t,to=c(valores.t, 1), s=etiquetas,d=1/Pi,y, X=x2,q=rep(1, N))
# Estimadores de calibracién. 2 variables auxiliares y 3 puntos.
{
| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
Fd. n<- calibracionfdl(puntos.t, to, s, d, y, X Q)
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A!=1)
{ t<-datos[M
Fd<- calibracionfdl(puntos.t, to, s, d, vy, X Q)
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}
else { t<-datos[n] }

t
}

## ESTI MADORES DE VERGCSI M LI TUD EMPI RI CA ##

cuantil.MA RX 1pto<-function(beta, N, t0, Pi, nuestray, nuestrax, x)
# Estimadores nodel o-asistidos con coeficiente R(ver Rao et al, 1990) y 1 punto

| engt h( nuestray)->n
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sort (ruestray) - >dat os

t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f 1 oor (n/ 2)

resul tados<- F.distribucion.ve.RX vec(N,t,t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
i f (Estado.NR==0) t<-0

el se

{

Fd. n<-resul t ados$Fd

i f (Fd.n>beta)

{
while(B-A = 1)

{
t<-datos[M
resul tados<- F.distribucion.ve.RX vec(N,t,t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
Fd<-resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
B<-M
Mc-f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}

}
el se { t<-datos[n] }
}
list(t=t, Estado.NR=Estado.NR)
}

cuantil.MA BX 1pto<-function(beta, N, t0, Pi, nuestray, nuestrax, x)

# Estinadores nodel o-asi stidos con coeficiente B de regresidon y 1 punto
{

| engt h( nuestray)->n

sort (ruestray) - >dat os

t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f | oor (n/ 2)

resul tados<-F. di stri buci on. ve. BX. vec(N, t, t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR

i f (Estado.NR==0) t<-0

el se

{

Fd. n<- resul t ados$Fd

i f (Fd.n>beta)

while(B-A!= 1)
t<-datos[M

resul t ados<- F. di stribucion.ve. BX vec(N, t, t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
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Fd<-resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}

}
else { t<-datos[n] }
}
list(t=t, Estado.NR=Estado.NR)
}

cuantil.MA RX 3ptos<-function(beta, N, valores.t, Pi, nuestray, nuestrax,x)
# Estimadores nodel o-asistidos con coeficiente Ry 3 puntos.

| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
t <- dat os[ n]
A<-1
B<-n
Me-f 1 oor (n/ 2)
resul tados<- F.distribucion. RX. Tt.vec(N,t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Fd. n<- resul t ados$Fd
i f (Fd.n>beta)
{ while(B-A!=1)

t<-datos[M
resul tados<- F.distribucion. RX. Tt.vec(N,t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Fd<-resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
{ B<-M

Me-f | oor ((A+B)/ 2)

if (A==B) B<-A+l1

t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1 ; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }
t

}

cuantil.MA BX 3ptos<-function(beta, N, valores.t, Pi, nuestray, nuestrax,x)
# Esti madores nodel o-asi stidos con coeficiente B de regresi 6n y 3 puntos.

{

| engt h( nuestray)->n
sort (ruestray) - >dat os
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t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f 1 oor (n/ 2)

resul t ados<- F.distribucion.BX T.vec(N, t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Fd. n<-resul t ados$Fd

i f (Fd.n>beta)

while(B-A = 1)

t<-datos[M
resul tados<- F.distribucion.BX T.vec(N, t,valores.t, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Fd<-resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
{ B<-M

Me-f | oor ((A+B)/ 2)

if (A==B) B<-A+l

t <- dat os|[ B]

el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2; A<-1; t<-datos[M}
}

else { t<-datos[n] }
t

}

cuantil.MC 1lva. 1pto<-function(beta, N, tO, Pi, nuestray, nuestrax,X)
# Estimadores Moddel o-Calibrados. 1 variable auxiliar y 1 punto.

| engt h(nuestray)->n

sort (ruestray) - >dat os

t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f 1 oor (n/ 2)

resul tados<- F.distribucion. Me.2t.vec(Nt, t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
if (Estado.NR==0) t<-0

el se

{

Fd. n<-resul t ados$Fd

i f (Fd.n>beta)

while(B-A = 1)

t<-datos[M
resul t ados<- F. di stribucion. Me. 2t.vec(N t, t0, Pi,nuestray, nuestrax, X)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
Fd<- resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
{ B<-M

Me- f | oor ((A+B)/ 2)

if (A==B) B<-A+1

t <- dat os|[ B]
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el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me-f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}

}
else { t<-datos[n] }
}
list( t=t, Estado.NR=Estado.NR)
}

cuantil.MC 2va. 1pto<-function(beta, N, tO, Pi, nuestray, nuestrax2,x2)
# Estimadores Moddel o-Calibrados. 2 variables auxiliares y 1 punto.

| engt h( nuestray)->n

sort (ruestray) - >dat os

t <- dat os[ n]

A<-1

B<-n

Me-f | oor (n/ 2)

resul tados<- F.distribucion. Me.Jvar.vec(N, t,t0, Pi,nuestray, nuestrax2, x2)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
if (Estado.NR==0) t<-0

el se

{

Fd. n<-resul t ados$Fd

i f (Fd.n>beta)

while(B-A = 1)

t<-datos[M
resul t ados<- F. di stribuci on. Me. Jvar.vec(N, t,t0, Pi,nuestray, nuestrax2, x2)
Est ado. NR<-r esul t ados$Est ado. NR
Fd<-resul t ados$Fd
i f (Fd>beta)
{ B<-M
Me-f 1 oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) B<-A+l1
t <- dat os|[ B]

}
el se if (Fd<beta)
{ A<-M
Me- f | oor ((A+B)/ 2)
if (A==B) { B<-A+l; t<-datos[M } else t<-datos[B]

}
else {B<-2 ; A<-1; t<-datos[M}
}
else { t<-datos[n] }
}
list(t=t, Estado.NR=Estado.NR)
}

### (Cbtenci 6n de cuantiles y diversas nedi das de pobreza ##

Quant il es. MA. Boot strap<-function(n,y,x, vector.beta)

# btiene cuantiles y sus varianzas nedi ante Bootstrap asum endo MAS
# “n”: Tamafio de | a nuestra

# “t”: Punto en el que se calcula la Fd.
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# “y”: Caracteristica de interés
# “x": Variable auxiliar. Cada fila es una vari abl e.
# “t0”: cuantil para utilizar en las restricciones.
{
###### Preparaci on de datos y obtencion de probabilidades de inclusion
N<- I engt h(y)
k<- N9&&
if (k!=0) stop("Introduce un valor de 'n' que sea divisor de 'N ")
Est ado<-0
whi | e (Estado==0)

{

vector. Est<-c()

sanpl e( N, n) - >eti quet as
nmuestray<-y[ eti quet as]

i s.vector(x)->valor. X

if (valor.X==T) # Si solo se tiene 1 v.a.
{

Jvar<-1

nmuest r ax<- X[ eti quet as]

el se

{
Jvar<-length(x[, 1])

nmuest r ax2<- x[, eti quet as]
muestrax<-nuestrax2[1l,] # nuestrax no es una matriz, es un vector

}
if (Jvar!=1)
{
X2<- X
x<-x[1,] # X es un vector

Prob. i ncl usi on. Mas(N, n) - >pr ob
Pi <- pr ob$Pi
Pi j <- pr ob$Pi |
# Obtenci 6n de valores t0 para usar en estinadores M Calibrados y M A con 1pto.
en. bet a<-| engt h(vect or. bet a)
## Para una vari abl e
nmuest r axB<- as. mat ri x( nmuest r ax)
nmuest r axB<- t (muest r axB)
dat osx<-as. matri x(x)
dat osx<-t (dat osx)
#H## RX
Rgorro<-matri x(nr=1, nc=1)
Rgorro[ 1, 1] <-sun{ruestray/ Pi )/ sum nuestraxB[1,]/Pi)
g. N. Rx<-t ( Rgorr 0) % %at osx
vector.t ORx<-c()
for (pin 1l:1en.beta)
vector.tORx<-c(vector.tORx, cuantil(1,vector.beta[p],N, Pi=1, nuestray=g. N Rx) )
### BXx
bet agorrox<-matri x(nr=1, nc=1)
bet agorrox[ 1, 1] <-sun{( (1/ Pi ) *nuest raxB*nuestray)/ sun(( 1/ Pi ) *nuestraxB"2)
g. N. Bx<-t (bet agor r ox) % %dat osx
vector.t0Bx<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tOBx<-c(vector.t0Bx, cuantil (1,
vector.beta[p], N, Pi=1, muestray=g. N Bx) )
## Si hay dos variables auxiliares
if (Jvar !=1)

### Bx2
xs<-t(nuestrax2)*(1/Pi)
t d<- muest r ax2% % s
ts<-sol ve(td)
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r<-mnuestrax2% % (1/ Pi ) *nuestray)
bet agorrox2<-ts% %r)
g. N. Bx2<-t ( bet agorr ox2) 9% %2
vector.t0Bx2<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tOBx2<-c(vector.t0Bx2, cuantil (1,
vector.beta[p], N, Pi=1, nuestray=g.N. Bx2) )

# Para | os nodel o-Cal i brados se usa Qy(b).est: Se estinma a partir de la nuestra
vector.tOMC<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tOMC<-c(vector.tOMC, cuantil (1,
vector.beta[p], N, Pi=Pi, nuestray=nuestray) )
# Mratrices de cuantiles y Varianzas. Por col umas se ponen | os estinadores.
valores.t<-¢(0.25,0.5,0.75) ## Para usar en |las restricciones
Matri z. Quantil es <-matrix(nr=len. beta, nc=13)
Matriz. Vari anzas <-matrix(nr=len.beta, nc=13)
Matri z. Vari anzas. Formul as<-mat ri x(nr=I en. beta, nc=13)
Matriz.Delta<-(Pij-as.matrix(Pi) % %i)/Pi|j
for (be in 1:1en. beta)
{
bet a<-vect or. bet a[ be]
t 0. Rx<-vector.t ORX[ be]
t 0. Bx<-vect or. t 0Bx[ be] #t 0=Qg( bet a)
if (Jvar !'= 1) tO0.Bx2<-vector.tO0Bx2[ be]
t 0. MC<-vect or.t OMJ be] # 10=Qy(beta)
cuantil . HK(Ti poFd=2, beta, N, Pi , nuestray) ->Matriz. Quantil es[be, 1]
cuantil.r(beta, N, Pi, nuestray, nuestrax,x )->Matriz.Qantil es[be, 2]

cuantil.dl(beta, N, Pi, nmuestray, mnuestrax, x) ->Matriz. Quantil es[ be, 3]

cuantil.CD(beta, N, eti quet as, nuestray, nuestrax, X) ->Matriz. Quantil es[ be, 4]
cuantil.RKMbeta, N, Pi, Pij, nuestray, nuestrax,X) ->Matriz. Quantil es[ be, 5]
cuantil.MA RX 1pto(beta, N, t0.Rx, Pi, rmuestray, mnuestrax, x) ->resul tado

vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >Matri z. Quanti |l es[ be, 6]
cuantil.MA BX 1pto(beta, N, t0.Bx, Pi, nuestray, nuestrax,X) ->resul tado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >Matri z. Quantil es[ be, 7]
if (Jvar !'= 1)

cuantil.MA BX 1lpto(beta, N, t0.Bx2, Pi, nuestray, nuestrax2,x2) ->resultado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul tado$t->t Matri z. Quanti | es[ be, 8]
}

el se
Matriz. Quantiles[be,7] ->Matriz.Quantil es[be, 8]
cuantil.MC 1lva. 1pto(beta, N, t0.MC, Pi, nuestray, nuestrax,X) ->resul tado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >Matri z. Quantil es[ be, 9]
if (Jvar !'=1)

cuantil.MC 2va. 1pto(beta, N, t0.MC, Pi, nuestray, nuestrax2,x2) ->resultado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >Matri z. Quanti | es[ be, 10]
}

el se
Matriz. Quantiles[be,9] ->Matriz.Quantil es[be, 10]
cuantil.MA. RX 3ptos(beta, N, val ores.t, Pi, nuestray, nuestrax, x)
->Matriz. Quantil es[ be, 11]
cuantil.MA BX. 3ptos(beta, N, valores.t, Pi, nuestray, nuestrax,X)
->Matriz. Quantil es[ be, 12]
if (Jvar !'= 1)
cuantil.MA BX 3ptos(beta, N, valores.t, Pi, nuestray, nuestrax2,x2)
->Matriz. Quantil es[ be, 13]
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el se
Matriz. Quantil es[be,12] ->Matriz. Quantil es[be, 13]

} # for (be in 1:1en. beta)
## Estinmaci on de varianzas nedi ante Bootstrap

val or. k<-N'n

# Dat os Pobl aci onal es Boot strap

y. B<- rep(nuestray, valor.k)

X. B<- rep(nuestrax, valor.k)
if (Jvar !'= 1)

vectorx2. B<- rep(nuestrax2, val or.Kk)
X2.B<-matrix(vectorx2.B, nr=Jvar)

Sum ArrayMatri zFd. i <- matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i <- matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
for (k in 1:valor.Kk)

{
## (bt enenpbs nuestras Bootstrap

# Dat os Miuestral es Bootstrap

sanmpl e( N, n) - >eti quet as. B

nmuestray. B<-y. B[ eti quet as. B]

nmuest r ax. B<-x. B[ eti quet as. B]

if (Jvar !'= 1)

nmuest rax2. B<-x2. B[, eti quet as]

# Valores t0 (Bootstrap) para usar en estinadores M Calibrados y M A con 1pto.
## Para una vari abl e
nmuest r axB. B<-as. matri x( nuestr ax. B)
nmuest r axB. B<-t (nuestraxB. B)
dat osx. B<-as. mat ri x(x. B)
dat osx. B<-t (dat osx. B)
### RX
Rgorro. B<-matri x(nr=1, nc=1)
for (j in 1:1) Rgorro. B[, 1] <-sun(ruestray. B/ Pi )/ sun({nuestraxB. B[j,]/Pi)
g. N. Rx. B<-t (Rgorr o. B) % %at osx. B
vector.tORx. B<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tORx. B<-c(vector.tORx. B, cuantil (1,
vector.beta[p], N, Pi=1, nuestray=g. N. Rx.B) )
### BX
bet agorrox. B<-mat ri x(nr=1, nc=1)
bet agorrox. B[ 1, 1] <-sum(( 1/ Pi ) *rmuest r axB. B*rmuestray. B) / sun{( 1/ Pi ) *muest r axB. B"2)
g. N. Bx. B<-t (bet agor r ox. B) % %dat osx. B
vector.tOBx. B<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tOBx. B<-c(vector.t0Bx.B, cuantil (1
vector.beta[p], N, Pi=1, nuestray=g.N. Bx.B) )
## Si hay dos variables auxiliares
if (Jvar !=1)

### Bx2
xs<-t(nuestrax2.B)*(1/Pi)
t d<- muest r ax2. B% %s
ts<-sol ve(td)
r<-nuestrax2. B 9% (1/Pi)*nuestray. B)
bet agorrox2. B<-t s% % r)
g. N. Bx2. B<-t (bet agor r ox2. B) % % 2. B
vector.t 0Bx2. B<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.t0Bx2. B<-c(vector.t0Bx2.B, cuantil (1
vector.beta[p], N, Pi=1, nmuestray=g. N Bx2.B) )

# Para | os nodel o-Cal i brados se usa Qy(b).est: Se estinma a partir de la nuestra
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vector.tOMC B<-c()
for (p in 1:1en. beta) vector.tOMC B<-c(vector.tOMC. B, cuantil (1,
vector.beta[p], N Pi=Pi, nuestray=nuestray.B) )
#### Fin de calculo valores t0
for (be in 1:1en. beta)
{
bet a<-vect or. bet a[ be]
t0. Rx. B <-vector.tORx. B[ be]
t0. Bx. B <-vector.tO0OBx. B[ be]
if (Jvar '=1) 1t0.Bx2.B <-vector.t0Bx2. B[ be]
t0. MC. B <-vector.tOMC B[ be]
## Cal cul o de estinmadores
cuantil . HK(Ti poFd=2, beta, N, Pi, nuestray. B) ->val orl
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 1] <- Sum ArrayMatrizFd.i[be, 1] + valorl
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 1] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 1] + val orin2
cuantil.r (beta, N Pi, nmuestray.B, nuestrax.B, x.B ) ->valor2
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 2] <- Sum ArrayMatrizFd.i[be, 2] + valor2
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be,2] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 2] + val or2”2
cuantil.dl (beta, N, Pi, nmuestray. B, nuestrax.B, X.B) ->val or 3
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 3] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 3] + valor3
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 3] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 3] + val or3"2
cuantil.CD (beta, N eti quetas. B, nuestray. B, nuestrax.B, x.B) ->valor4
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 4] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 4] + valor4
Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [be, 4] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 4] + val or4n2
cuantil.RKM beta, N, Pi, Pij, nmuestray. B, nuestrax.B, X.B) ->val or5
Sum ArrayMatri zFd.i[be, 5] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 5] + valor5
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be,5] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 5] + val or5n2
### Se usan | os nuevos val ores tO:
cuantil.MA RX 1pto(beta, N, t0.Rx.B, Pi, mnuestray.B, nuestrax.B, x.B)->resultado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)

resul t ado$t - >val or 6
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 6] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 6] + valor6
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 6] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 6] + val or6”2
cuantil.MA BX 1pto(beta, N, t0.Bx.B, Pi, nuestray.B, nuestrax.B, x.B)-> resultado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >val or 7
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 7] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 7] + valor7
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 7] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 7] + val or7/2
if (Jvar !'= 1)

cuantil.MA BX 1pto(beta, N, t0.Bx2.B, Pi, nuestray. B, nuestrax2.B, x2. B)->resul tado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >val or 8
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 8] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 8] + valor8
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be,8] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 8 + val or8n2
}

el se
{
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 8] <- Sum ArrayMatrizFd.i[ be, 7]
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 8] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 7]
}
cuantil.MC 1lva. 1pto(beta, N,t0. MC. B, Pi , nuestray. B, nuestrax. B, x. B) ->resul tado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
resul t ado$t - >val or 9
Sum ArrayMatrizFd.i[be, 9] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 9] + valor9
Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be,9] <- Sum Cuad. ArrayMatrizFd.i[be, 9] + val or9n2
if (Jvar !'= 1)

cuantil.MC 2va. 1pto(beta, N,t0. MC. B, Pi , nuestray. B, nuestrax2. B, x2. B) - >resul t ado
vector. Est<-c(vector. Est, resultado$Est ado. NR)
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resul t ado$t - >val or 10

Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 10] <- Sum ArrayMatri zFd.i[be, 10] + val or10

Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [ be, 10] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 10] + val or10"2
}

el se
{ o
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 10] <- Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 9]
Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [ be, 10] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [ be, 9]

cuantil.MA RX. 3ptos(beta, N, valores.t, Pi, nuestray.B, nuestrax.B, x.B)->val or1l
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 11] <- Sum ArrayMatri zFd. i [be, 11] + val or11l
Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [be, 11] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 11] +
val or 1172
cuantil.MA BX. 3ptos(beta, N, valores.t, Pi, nuestray.B, nuestrax.B, x.B)->val or12
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 12] <- Sum ArrayMatri zFd. i [be, 12] + val or12
Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [ be, 12] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 12] + val or12”2
if (Jvar !'=1)

cuantil.MA BX. 3ptos(beta, N, val ores.t, Pi, nuestray. B, nuestrax2.B, x2.B)->val or13

Sum ArrayMatri zFd.i[be, 13]<- Sum ArrayMatrizFd.i[be, 13] + val or13

Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [be, 13] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i[be, 13] + val or 1372
}

el se
{ o
Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 13] <- Sum ArrayMatri zFd. i [ be, 12]
Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [be, 13] <- Sum Cuad. ArrayMatri zFd. i [ be, 12]

}

} # for (be in 1:len. beta)

} # end for (k in 1:valor.k)
## Estinmadores de |las varianzas nedi ante Bootstrap

Matri z. Vari anzas <-
(1/ (valor.k-1))*Sum Cuad. ArrayMatri zFd.i -
(valor.k/(valor.k-1))* ( (1/valor.k)* Sum ArrayMatri zFd.i )"2

# Estimacion de varianzas nediante fornmulas (falta nmultiplicar |as densidades)
for (be in 1:1en.beta)
{
### Estinmador de tipo Hajek (=HT pq es NMAS)
Delta(Matriz. Quantil es[be, 1], rmnuestray)->vectorDy. HK
coci ent e<-vect or Dy. HK/ Pi
Matri z. HK<-as. matri x(coci ent e) % %oci ente
Matri z. Vari anzas. Fornul as[ be, 1] <- (1/ N*2) *sunm(Matri z. Del ta*Matri z. HK)
#### Estinmador de tipo Razon
Delta(Matriz. Quantil es[be, 2], rmnuestray)->vectorDy. Razon
Delta(Matriz. Quantil es[be, 2], Rgorro*nuestrax)->vect or DRx. Razon
vector. a<-
vect or Dy. Razon- (sum(vect or Dy. Razon) / sum(vect or DRX. Razon) ) *vect or DRx. Razon
Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 2] <-vari anza. PS(N, vector.a, Pi, Pij)
#### Estinmador de tipo Diferencia
Delta(Matriz. Quantil es[be, 3], mnuestray)->vectorDy.Difel
Delta(Matriz. Quantil es[be, 3], Rgorro*nuestrax)->vectorDRx.Difel
vector. a<-vectorDy.Difel-vectorDRx.Difel
Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 3] <-vari anza. PS(N, vector.a, Pi, Pij)
### Esti mador de CD.
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 4] <- Matri z. Vari anzas[ be, 4]
#### Estinmador de tipo RAO KOVAR, MANTEL (dm

gnl<- (nuestray- Rgorro*nuestrax)/sqrt(rmuestrax)

gn2<-(Matriz. Quantil es[ be, 5] - Rgorro*mnuestrax)/sqrt (nuestrax)
Matriz. G <-matri x(nr=n, nc=n)
Matriz. G <-matri x(nr=n, nc=n)
for (i in 1:n)

for (j in 1:n)
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if (i ==j)

{ _

vector.Pijk<- matrix( (n-1)/(N1), nr=n, nc=1)
vector. Pi j k<-as.vector(vector. Pijk)
vector.Pijk[i]<-1

}

el se

{ _

vector.Pijk<- matrix( (n-2)/(N2), nr=n, nc=1)
vector. Pijk<- as.vector(vector.Pijk)
vector.Pijk[i]<-1

vector.Pijk[j]<-1

}
sum(Pij[i,j]/vector.Pijk)->suma.1
sun( (Pij[i,j]/vector.Pijk)*Delta(qgn2[i],qnl) )->suma. 2
Matriz. G [i,j]<-(1/suma.l)*suma. 2
sun( (Pij[i,j]/vector.Pijk)*Delta(qgn2[j],qnl) )->suma. 2
Matriz. G[i,j]<-(1/suma.l)*suma. 2

}
Delta(Matriz. Quantil es[be, 5], nuestray)->vectorDy. RKM
suma<-0
I ndi ces<-1:n
for (j in 2:n)
{

Ind.i<- Indices < j
Ind.i <- Indices[Ind.i]
for (i inlInd.i)
suma<-suma+ ( (Pi[i]*Pi[j]-Pij[i
( (vectorDy.RKMi]-Matriz.G[i,
(vectorDy. RKMj]l-Matriz. G [i,
) "2

1)
i1/
in!

}

Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 5] <- (1/ N*2) *suna

### Estimadores Model o Asi sti dos:

Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 6] <- Matri z. Vari anzas| be, 6]

Matri z. Vari anzas. Formul as[ be, 7] <- Matri z. Vari anzas| be, 7]

Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 8] <- Matri z. Vari anzas| be, 8]

#### Estimadores de Calibracion

Dat os. MC<-

F. di stribucion. Me. 2t.vec(N,t=Matri z. Quantil es[ be, 9], t O=vect or.t OMJ be],
Pi , muestray, nuest rax, datosx)

vector. Est<-c(vector. Est, Datos. MC3Est ado. NR)

Fd. MC<- Dat os. MC$Fd

vect or. g<- Dat os. MC3vector.g

Delta(Matriz. Quantil es[be, 9], nuestray)->vectorDy. MC1

B. gorro<-sum( (vector.g-nean(vector.g) ) *vectorDy.MCl)/sun((vector. g-
mean(vector.g))”"2)

vector. a<-vectorDy. MC1- Fd. MC- ( vector.g-nmean(vector.g) )*B.gorro
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 9] <-vari anza. PS(N, vector.a, Pi, Pij)

if (Jvar '=1)
{

Dat os. MC<-
F. di stribucion. Me. Jvar.vec(N,t=Matriz. Quantil es[be, 10], t O=vect or.t OM] be],
Pi , muestray, nuestrax2, x2)
vector. Est<-c(vector. Est, Datos. MC$Est ado. NR)
Fd. MC<- Dat os. MC$Fd
vect or. g<- Dat os. MC3vector.g
Delta(Matriz. Qantil es[be, 10], mnuestray)->vectorDy. MC1

347



B. gorro<-sunm( (vector.g-nean(vector.g) ) *vectorDy. MCl)/sun((vector. g-
mean(vector.g))”"2)
vector. a<-vectorDy. MC1- Fd. MC- ( vector.g-nmean(vector.g) )*B.gorro
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 10] <-vari anza. PS(N, vector.a, Pi, Pij)
}
el se
Matri z. Vari anzas. Fornul as[ be, 9] ->Matri z. Vari anzas. For mul as[ be, 10]

### Estimadores Mddel o Asi sti dos:
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 11] <- Matri z. Vari anzas|[ be, 11]
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 12] <- Matri z. Vari anzas|[ be, 12]
Matri z. Vari anzas. For nul as[ be, 13] <- Matri z. Vari anzas|[ be, 13]
} # for (be in 1:1en. beta)
Est ado<- ni n(vector. Est)
} # end whil e (Estado==0)
list(Matriz.Quantiles=Matriz.Quantiles, Mtriz.Varianzas=Matri z. Vari anzas,

nmuest ray=nuestray, Mtriz. Vari anzas. Fornul as=Matri z. Vari anzas. For mul as)
# EJEMPLO
# Quantil es. MA. Boot strap(n=40, y=Fanil500[, 1], x=t ( Fanll500[, 2: 3] ), vect or. bet a=0. 5)
# Quantil es. MA. Boot strap(n=40, y=Murt hy5[, 1], x=Murt hy5[, 2], vector. beta=0.5)

}

simul a. Quanti | es. MA. Boot st rap
<-function(NonbreP, B,y, X, n, vector. betal, vector.beta?2)
# Simul aci ones de | ineas de pobreza bajo distintos tipos de estinmadores.
# “vector.betal”: Indices de cuantiles que se tonmaran para el estudi o conjunto
# “vector.beta2”: Cuantiles que no entran en el estudio conjunto
{

vector. bet a<-c(vector. betal, vector.beta2)

N<- 1 engt h(y)

k<- N9@%
if (k!=0) stop("Introduce un valor de

n' que sea divisor de 'N ")

| en. bet a<-l engt h(vector. bet a)
# Cuantiles verdaderos de |la variable principal y Densidades verdaderas.
vector. Qy<-c()
fy.ver<- c()
for (pin 1l:1en.beta)

vector. Qy<-c(vector.Qy, cuantil(1l, vector.beta[p], N Pi=1, nuestray=y) )
fy.ver<- c(fy.ver, densidad(y, vector.Qy[p]) )

# I ndi ces de estinmmdores con vari anzas:
i ndices.for<-c(1,2,3,5,9, 10)
#A) #H##H###H#E Creando archivos (En XLS y en TXT)
HH#HHHH R A#H ESt i mador es

I i neaESt <- past e( n bll , n @II , n HKII , n Razonll , n D' f 1II , n CDI ,
"RKM', "MA Rx1p", "MNA BXlplv", "MA Bxlp2v", "M1", "M2", "MA. RX3p",
"MA. Bx3plv", "MA Bx3p2v", sep="\t")

Qut Quanti | esTXT<-c()
Qut Quanti | esXLS<-c()
for (i in 1:1en.beta)

{

Qut Quanti | esTXT<-c(Qut Quantil esTXT
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\est", NonbreP, "Quant MAB", B, "n", n, "beta", vector. beta
[i],".txt", sep="") )

Qut Quanti | esXLS<-c(Qut Quantil esXLS,
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\est", NonbreP, "Quant MAB", B, "n", n, "beta", vector. beta
[i],".xIs", sep="") )

write(lineaEst, file=QutQuantilesXLS[i], ncolums=1, append=T)

}
HitHHHHAE BOX- PLOT



Qut Quant i | esBoxTXT<-c()
Qut Quant i | esBoxXLS<-c()
Qut Var JackBoxTXT<-c()
Qut Var JackBoxXLS<-c()
Qut Var Ver BoxTXT<- c()
Qut Var Ver BoxXLS<- c()
Qut Var Est BoxTXT<-c()
Qut Var Est BoxXLS<-c()
for (i in 1:1en.beta)
{
##Est i mador es
Qut Quant i | esBoxTXT<-c(Qut Quanti | esBoxTXT,

paste("C \\Penm e\\ Quanti |l es\\ est Box", Nonbr eP, "Qant MAB", B, "n", n, "beta", vector.b

etali],".txt", sep="") )
Qut Quant i | esBoxXLS<-c(Qut Quanti | esBoxXLS,

paste("C \\Penm e\\ Quanti |l es\\ est Box", Nonbr eP, "Quant MAB", B, "n", n, "beta", vector.b

etali],".xls", sep="") )
write(lineaEst, file=QutQuantilesBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
## Varianzas Bootstrap
Qut Var JackBox TXT<- c¢( Qut Var JackBoxTXT,

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ Boot strap\\ est Box", Nonbr eP, "Quant MAB", B, "n", n, "bet

a",vector.beta[i],".txt", sep="") )
Qut Var JackBoxXLS<- ¢( Qut Var JackBoxXLS,

paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ Boot st rap\\ est Box", Nonbr eP, "Quant MAB", B, "n", n, "bet

a",vector.beta[i],".xlIs", sep="") )
write(lineaEst, file=QutVarJackBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
## Densi dades Verdader as
Qut Var Ver Box TXT<- ¢( Qut Var Ver Box TXT,

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ densi dadVer\\ est Box", Nonbr eP, " Quant MAB", B, " n

eta",vector.beta[i],".txt", sep="") )
Qut Var Ver BoxXLS<- ¢( Qut Var Ver Box XLS,

paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadVer\\ est Box", Nonbr eP, " Quant MAB", B, " n

eta",vector.beta[i],".xIs", sep="") )
wite(lineaEst, file=0QutVarVerBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
## Densi dades Esti nmadores
Qut Var Est BoxTXT<- ¢( Qut Var Est Box TXT,

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ densi dadEst\\ est Box", Nonbr eP, " Quant MAB", B, " n

eta",vector.beta[i],".txt", sep="") )
Qut Var Est BoxXLS<- ¢( Qut Var Est BoxXLS,

paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadEst\\ est Box", Nonbr eP, " Quant MAB", B, " n

eta",vector.beta[i],".xls", sep="") )
write(lineaEst, file=QutVarEstBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)

### Errores estinadores
## Archivos en bl anco
Qut Er r or esEst TXT<-c()
Qut Er r or esEst XLS<-c()
### Linea para identificar columas

i neal<-paste("n", "Q", "Denom nador",
"RE. HK", "RE. Razon", "RE.D f 1", "RE. CD',
"RE. RKM', "RE. MA Rx1p", "RE. MA BXlplv", "RE. MA. Bxlp2v",
"RE. MC1", "RE MZ22", "RE. MA. RX3p", "RE. MA. Bx3plv",
"RE. MA. Bx3p2v",
"RBa. HK", "RBa. Razon", "RBa.Di f1", "RBa. CD',
"RBa. RKM', "RBa. MA. Rx1lp", "RBa.MA BXlplv", "RBa.MA. Bxlp2v",
"RBa. MC1", "RBa.MC2", "RBa. MA. RX3p", "RBa. MA. Bx3plv",
"RBa. MA. Bx3p2v",
"RBr. HK", "RBr. Razon", "RBr.Di f1", "RBr.CD',
"RBr.KM', "RBr.MA Rx1p", "RBr.MNA BXlplv", "RBr.MA Bx1lp2v",
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"RBr.MC1", "RBr.M2", "RBr. MA. R3p", "RBr. MA. Bx3plv",
"RBr. MA. Bx3p2v",

" RRVBE. HK", " RRVBE. Razon", "RRMVBE. Di f 1", "RRVBE. CD',
"RRMVBE. KM',  "RRMBE. MA. Rx1p", "RRVBE. MA BX1plv",
" RRVBE. MA. Bx1p2v",
"RRMVBE. MC1", " RRMVBE. MC2", " RRVBE. MA. RX3p",
"RRVBE. MA. Bx3plv", "RRMSE. MA. Bx3p2v",
sep="\t")

### Escribiendo la |inea anterior.
for (i in 1:1en.beta)
{
Qut Er r or esEst TXT<-c(Qut Err or esEst TXT,
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\errEst", NonbreP, "Quant MAB", B, "beta", vector. beta[i]
,II.tXtII, Sep:uu) )
Qut Er r or esEst XLS<-c(Qut Error esEst XLS,
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\errEst", NonbreP, "Quant MAB", B, "beta", vector. beta[i]
,".XI SII, Sep:uu) )
wite(lineal, file=QutErroresEstXLS[i], ncolums=1, append=T)

#### Errores Varianzas
## Archivos en bl anco
Qut Error esVar TXT<-c()
Qut Error esVar XLS<-c()
Qut Er r or esVar Ver TXT<- c()
Qut Er r or esVar Ver XLS<- c()
Qut Er r or esVar Est TXT<-c()
Qut Er r or esVar Est XLS<-c()

i nea2<-paste("n", "Q", "Denom nador",
"RE. HK", "RE. Razon", "RE.Di f1", "RE. CD',
"RE. RKM', "RE. MA Rx1p", "RE. MA BXlplv", "RE. MA Bx1lp2v",
"RE. MC1", "RE. MZ2", "RE. MA. RX3p", "RE. MA. Bx3plv",
"RE. MA. Bx3p2v",
"RBa. HK", "RBa. Razon", "RBa.Di f1", "RBa. CD",
"RBa. RKM', "RBa. MA. Rx1p", "RBa.MA BXlplv", "RBa.MA Bx1lp2v",
"RBa. MC1", "RBa.MZ2", " RBa. MA. RX3p", "RBa. MA. Bx3plv",
"RBa. MA. Bx3p2v",
"RBr. HK", "RBr. Razon", "RBr.Di f1", "RBr.CD',
"RBr.KM', "RBr.MA Rx1p", "RBr.MA BXlplv", "RBr.MA Bxlp2v",
"RBr.MC1", "RBr.M2", "RBr. MA. RX3p", "RBr. MA. Bx3plv",
"RBr. MA. Bx3p2v",
" RRVBE. HK", "RRVBE. Razon", "RRMSE. Di f 1", "RRMSE. CD',
"RRVBE. KM', "RRVBE. MA. Rx1p", "RRVMSE. MA. BX1plv",
" RRVBE. MA. Bx1p2v",
"RRMSE. MC1", " RRNMSE. MC2", " RRVSE. MA. RX3p",
"RRVBE. MA. Bx3plv", "RRMSE. MA. Bx3p2v",
"Cove. HK", "Cove. Razon", "Cove. Di f1", "Cove. CD',
"Cove. KM', "Cove. MA. Rx1p", "Cove.MA BXlplv", "Cove.MA Bx1lp2v",
"Cove. MC1", "Cove. M22", "Cove. MA. RX3p", "Cove. MA. Bx3plv",
"Cove. MA. Bx3p2v",
"Len. HK", "Len. Razon", "Len.Di f1", "Len. CD',
"Len. KM', "Len. MA Rx1p", "Len.MA BX1lplv", "Len.MA Bx1lp2v",
"Len. MC1", "Len.MZ22", "Len. MA. RX3p", "Len. MA. Bx3plv",
"Len. MA. Bx3p2v",
sep="\t")

## Escribiendo |la |inea anterior.
### Para Bootstrap
for (i in 1:1en.beta)

Qut Er r or esVar TXT<- c(Qut Err or esVar TXT,

paste("C:\\ Penl e\\ Quanti | es\\ Boot strap\\errVar", NonbreP, " Quant MAB", B, "bet a", vec
tor.betali],".txt", sep="") )
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Qut Er r or esVar XLS<- c(Qut Error esVar XLS,
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\ Bootstrap\\errVar", Nonbr eP, "Quant MAB", B, "beta", vec
tor.beta[i],".xlIs", sep="") )
wite(linea2, file=CQutErroresVarXLS[i], ncolumms=1, append=T)

### Para Formul as con fy.ver
for (i in 1:1en. beta)
{
Qut Er r or esVar Ver TXT<- ¢( Qut Err or esVar Ver TXT,
paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadVer\\errVar", Nonbr eP, " Quant MAB", B, "beta", v
ector.beta[i],".txt", sep="") )
Qut Er r or esVar Ver XLS<- ¢( Qut Err or esVar Ver XLS,
paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadVer\\errVar", Nonbr eP, " Quant MAB", B, "beta", v
ector.betal[i],".xlIs", sep="") )
wite(linea2, file=CQutErroresVarVerXLS[i], ncolumms=1, append=T)

### Para Formul as con fy. est
for (i in 1:1en. beta)
{
Qut Er r or esVar Est TXT<- ¢( Qut Err or esVar Est TXT,
paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadEst\\ errVar", Nonbr eP, " Quant MAB", B, "beta", v
ector.beta[i],".txt", sep="") )
Qut Err or esVar Est XLS<- c( Qut Er r or esVar Est XLS,
paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadEst\\ errVar", Nonbr eP, " Quant MAB", B, "beta", v
ector.betal[i],".xlIs", sep="") )
wite(linea2, file=CQutErroresVarEstXLS[i], ncolumms=1, append=T)

}
#### Medi das AV.
#H#### Esti mador es
Qut Er r or esAVest TXT<-c()
Qut Er r or esAVest XLS<-c()

| i neal<-paste("n",

"RE. HK", "RE. Razon", "RE.Di f1", "RE. CD',
"RE. RKM', "RE. MA Rx1p", "RE. MA BXlplv", "RE. MA Bx1lp2v",
"RE. MC1", "RE. M2", "RE. MA. RX3p", "RE. MA. Bx3plv",
"RE. MA. Bx3p2v",
"RBa. HK", "RBa. Razon", "RBa.Di f1", "RBa. CD",
"RBa. RKM', "RBa. MA. Rx1p", "RBa.MA BXlplv", "RBa.MA Bx1lp2v",
"RBa. MC1", "RBa.M2", "RBa. MA. RX3p", "RBa. MA. Bx3plv",
"RBa. MA. Bx3p2v",
"RBr. HK", "RBr. Razon", "RBr.Di f1", "RBr.CD',
"RBr.KM', "RBr.MA Rx1p", "RBr.MA BXlplv", "RBr.MA Bxlp2v",
"RBr.MC1", "RBr.M2", "RBr. MA. RX3p", "RBr. MA. Bx3plv",
"RBr. MA. Bx3p2v",
" RRVBE. HK", "RRVBE. Razon", "RRVSE. Di f 1", "RRVSE. CD',
"RRVBE. KM', "RRVBE. MA. Rx1p", "RRVSE. MA. BX1plv",
" RRVBE. MA. Bx1p2v",
"RRVBE. MC1", " RRMSE. MC2", " RRVSE. MA. RX3p",
"RRVBE. MA. Bx3plv", "RRMSE. MA. Bx3p2v",
sep="\t")

Qut Err or esAVest TXT<-
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\errAvest", NonbreP, "Quant MAB", B, ". txt", sep="")
Qut Err or esAVest XLS<-
paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\errAvest", NonbreP, "Quant MAB", B, ". xI s", sep="")
write(lineal, file=QutErroresAVest XLS, ncol ums=1, append=T)
#H#### Vari anzas
# Bootstrap
Qut Error esAWar TXT<-c()
Qut Error esAWar XLS<-c()
# Fornulas y fy.ver
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Qut Err or esAWar Ver TXT<-c()

Qut Err or esAWar Ver XLS<-c()

# Fornulas y fy. est

Qut Err or esAWar Est TXT<-c()

Qut Error esAWar Est XLS<-c()
| i nea2<-paste("n",

"RE. HK", "RE. Razon", "RE.Di f1", "RE. CD',
"RE. RKM', "RE. MA. Rx1p", "RE. MA BXlplv", "RE. MA Bx1lp2v",
"RE. MC1", "RE. M2", "RE. MA. RX3p", "RE. MA. Bx3plv",
"RE. MA. Bx3p2v",
"RBa. HK", "RBa. Razon", "RBa.Di f1", "RBa. CD',
"RBa. RKM', "RBa. MA. Rx1p", "RBa.MA BXlplv", "RBa.MA Bx1lp2v",
"RBa. MC1", "RBa.MZ22", " RBa. MA. RX3p", "RBa. MA. Bx3plv",
"RBa. MA. Bx3p2v",
"RBr. HK", "RBr. Razon", "RBr.Di f1", "RBr.CD',
"RBr.KM', "RBr.MA Rx1p", "RBr.MA BXlplv", "RBr.MA Bxlp2v",
"RBr.MC1", "RBr.M2", "RBr. MA. RX3p", "RBr. MA. Bx3plv",
"RBr. MA. Bx3p2v",
" RRVBE. HK", "RRVBE. Razon", "RRVSE. Di f 1", "RRVBE. CD',
"RRVBE. KM', "RRVBE. MA. Rx1p", "RRVSE. MA. BX1plv",
" RRVBE. MA. Bx1p2v",
"RRVBE. MC1", " RRMSE. MC2", " RRVSE. MA. RX3p",
"RRVBE. MA. Bx3plv", "RRMSE. MA. Bx3p2v",
"Cove. HK", "Cove. Razon", "Cove. Di f1", "Cove. CD',
"Cove. KM', "Cove. MA. Rx1p", "Cove.MNA BXlplv", "Cove.NMA Bx1lp2v",
"Cove. MC1", "Cove. MZ22", "Cove. MA. RX3p", "Cove. MA. Bx3plv",
"Cove. MA. Bx3p2v",
sep="\t")

Qut Err or esAWar TXT<-

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ Boot strap\\err Awar", Nonbr eP, "Quant MAB", B, ". t xt ",

Sep:II n )
Qut Er r or esAWar XLS<-

paste("C \\Pem e\\ Quantil es\\ Bootstrap\\errAwar", Nonbr eP, " Quant MAB", B, ".

Sep:II II)
wite(linea2, file=CQutErroresAWar XLS,
Qut Er r or esAWar Ver TXT<-

ncol ums=1, append=T)

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ densi dadVer\\ err AWar", Nonbr eP, " Quant MAB", B

, Sep:II II)
Qut Er r or esAWar Ver XLS<-

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ densi dadVer\\ err AWar", Nonbr eP, " Quant MAB", B

, Sep:II II)
wite(linea2, file=CQutErroresAWwar Ver XLS,
Qut Er r or esAWar Est TXT<-

ncol ums=1, append=T)

paste("C \\Pem e\\ Quanti |l es\\ densi dadEst\\ err AWar", Nonbr eP, " Quant MAB", B

, Sep:II II)
Qut Err or esAWar Est XLS<-

paste("C \\Pem e\\ Quanti | es\\ densi dadEst\\ err AWar", Nonbr eP, " Quant MAB", B

, sep="")
wite(linea2, file=CQutErroresAWwar Est XLS,
#### Definicion de Matrices y Arrays
Array. Quantil es<- array(0, di mec(len. beta,
Sum Quantil es <-matrix(0, nr=len.beta,
Sum Cuad. Quantil es<-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
Array. Varianzas<- array(0, dinrc(len.beta, 13, B))
Array. Var. For.fy.ver<- array(0, dimec(len.beta, 13, B))
Array. Var. For.fy.est<- array(0, dinmec(len.beta, 13, B))

ncol ums=1, append=T)

13, B))
nc=13)

Array. Box. Quant il es<-
Array. Box. Vari anzas<-

array(0, dimec(len.beta, 13, B))
array(0, dimec(len.beta, 13, B))

Array. Box. Var. For.ver <-
Array. Box. Var. For. est <-
MECM <-matrix(0,

nr =l en. bet a,

array(0, dimec(len.beta, 13, B))
array(0, dimec(len.beta, 13, B))
nc=13)
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Mses <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

M sesRe<-matri x(0, nr=len.beta, nc=13)

M ECM var <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

M ses. var <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

M sesRe.var <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

M ECM var . ver <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
M ses. var. ver <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
M sesRe.var.ver <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
M ECM var . est <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
M ses. var. est <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
M sesRe.var.est <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

Cover age <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
Cover age. ver <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
Cover age. est <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
| en. I nt. Boot <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
len.Int.ver <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)
len.Int.est <-matrix(0, nr=len.beta, nc=13)

# Errores de estinadores y obtencion de array para varianzas y Box-PLot.
for (b in 1:B)
{
Quantil es. MA Boot strap(n,y, x, vector. beta)->Datos
Matriz. Quantil es<- Datos$Matriz. Quantiles
Matri z. Vari anzas<- Datos$Matri z. Vari anzas
nmuest r ay <- Dat os$nuestray
Matri z. Vari anzas. For nul as<- Dat os$Matri z. Vari anzas. For mul as
fy.est<-matrix(nr=len.beta, nc=6)
for(i in 1:1en.beta) ### Cal cul o de nedi das y densi dad estinmada
{
Array. Quantiles[i,,b]<- Matriz.Quantiles[i,]
Sum Quantiles[i,] <- Sum Quantiles[i,]+Matriz.Quantiles[i,]
Sum Cuad. Quantiles[i,]<- Sum Cuad. Quantiles[i,]+ Mtriz.Quantiles[i,]"2
Array. Varianzas[i,,b]<- Matriz.Varianzasl[i, ]
Array. Var. For.fy.ver[i,,b]<-Mtriz.Varianzas. Formul as[i, ]
Array. Var. For.fy.est[i,,b]<-Mtriz.Varianzas. Formul as[i, ]
k<-0
for (j in indices.for)

{
k<-k+1
Array. Var. For.fy.ver[i,j,b]l<-(1/fy.ver[i]"2)*Array. Var. For.fy.ver[i,j,Db]
fy.est[i, k] <-densidad(nuestray, Matriz. Quantiles[i,j])
Array. Var. For.fy.est[i,j,b]<-(1/fy.est[i,k]"2)*Array. Var.For.fy.est[i,],b]
}
MECMi,] <-MECMi,] + (Matriz.Quantiles[i,]-vector.Qy[i])"2
Mses[i,] <-Mses[i,] + abs(Matriz. Quantiles[i,]-vector.Qy[i])
M sesRe[i,]<-MsesRe[i,] + (Matriz.Quantiles[i,]-vector.Q[i])
Est ado<-
abs((Matriz.Quantiles[i,]-vector.Q[i])/sqrt(Mtriz.Varianzas[i,]) )<=1.96
Cover age[i,] <-Coverage[i,]+ Estado
Est ado. ver<-abs( (Matriz.Quantiles[i,]-
vector.Qy[i])/sqgrt(Array. Var. For.fy.ver[i,,b]) )<=1.96
Cover age. ver[i,]<-Coverage.ver[i,]+ Estado.ver
Est ado. est<-abs( (Matriz. Quantiles[i,]-
vector.Qy[i])/sqgrt(Array. Var. For.fy.est[i,,b]) )<=1.96
Coverage. est[i,] <-Coverage.est[i,]+ Estado. est
len.Int.Boot[i,]<- len.Int.Boot[i,] + 2*1.96*sqrt(Matriz.Varianzas[i,])
len.Int.ver[i,] <- len.Int.ver[i,] + 2*1.96*sqrt(Array.Var. For.fy.ver[i,,b])
len.Int.est[i,] <- len.Int.est[i,] + 2*1.96*sqrt(Array.Var.For.fy.est[i,,b])
} #end for(i in 1:1en.beta)
##### Preparando y escribi endo resul tados
##### Esti mador es
for (i in 1l:1en.beta)

353



{
| i nea<-paste(b, vector.Q[i], sep="\t")
for (j in 1:13) | i nea<-paste(linea, Mtriz.Quantiles[i,j],sep="\t")
wite(linea, file=QutQuantilesTXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea, file=QutQuantilesXLS[i], ncolums=1, append=T)
}
} #for (bin 1:B)
# Varianzas real es (basado en |la B replicaciones) y de |os datos para BOX- PLOTS
Matriz. Vari anzas. ver<-matri x(nr=I en. beta, nc=13)
Matriz. Vari anzas.ver<- (1/B)*Sum Cuad. Quantiles - ( (1/B)* Sum Quantiles )"2
for (i in 1l:1en.beta)
for (j in 1:13)

{
Array. Box. Quantiles[i,j,]<-(Array.Qantiles[i,j,]-vector.QJ[i])/vector.Q[i]
Array. Box. Vari anzas[i,j,] <- (Array.Varianzas[i,j,]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])/Matriz.Varianzas.ver[i,]j]
Array. Box. Var. For.ver[i,j,] <~ (Array.Var.For.fy.ver[i,j,]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])/Matriz.Varianzas.ver[i,]j]
Array. Box. Var. For.est[i,j,] <~ (Array.Var.For.fy.est[i,j,]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])/Matriz.Varianzas.ver[i,]j]

}
##### Escri bi endo dat os BOX- PLOTS
for (b in 1:B)
{

for (i in 1l:1en.beta)

## Esti madores
| i nea<-paste(b, vector.Q[i], sep="\t")
for (j in 1:13) | i nea<- paste(linea,
Array. Box. Quantiles[i,j,b],sep="\t")
write(linea,file=QutQuantil esBoxTXT[i], ncolums=1, append=T)
write(linea,file=QutQuantil esBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
### Bootstrap
| i nea<-paste(b, vector.Q[i], sep="\t")
for (j in 1:13) | i nea<- paste(linea,

Array. Box. Vari anzas[i, |, b],sep="\t")
write(linea,file=QutVarJackBoxTXT[i], ncolums=1, append=T)
write(linea,file=QutVarJackBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
### Formulas y fy.ver
| i nea<-paste(b, vector.Q[i], sep="\t")
for (j in 1:13) | i nea<- paste(linea,

Array. Box. Var. For.ver[i,j,b],sep="\t")
wite(linea,file=QutVarVerBoxTXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea,file=QutVarVerBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)
### Formulas y fy. est
| i nea<-paste(b, vector.Q[i], sep="\t")
for (j in 1:13) | i nea<- paste(linea,

Array. Box. Var. For.est[i,],b],sep="\t")
write(linea,file=QutVarEstBoxTXT[i], ncolumms=1, append=T)
write(linea,file=QutVarEstBoxXLS[i], ncolums=1, append=T)

}

} #for (bin 1:B)
#### Calcul o de errores de vari anzas
for (b in 1:B)

for(i in 1:1en.beta)
for (j in 1:13)

{
MECMvar[i,j] <-MECMvar[i,j] + (Array. Vari anzas[i,j, b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])"2
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Mses.var[i,j] <-Mses.var[i,]j] + abs(Array. Vari anzas[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

M sesRe.var[i,j]<-MsesRe.var[i,j] + (Array. Vari anzas[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

M ECMvar.ver[i,j] <-MECMvar.ver[i,]j] + (Array. Var. For.fy.ver[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])"2

M ses.var.ver[i,j] <-Mses.var.ver[i,j] + abs(Array. Var. For.fy.ver[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

M sesRe.var.ver[i,j]<-MsesRe.var.ver[i,j] + (Array. Var. For.fy.ver[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

MECM var.est[i,j] <-MECMvar.est[i,]j] + (Array. Var.For.fy.est[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])"2

M ses.var.est[i,j] <-Mses.var.est[i,]j] + abs(Array. Var. For.fy.est[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

M sesRe.var.est[i,j]<-MsesRe.var.est[i,j] + (Array. Var. For.fy.est[i,j,b]-
Matri z. Vari anzas.ver[i,j])

}
} #for (bin 1:B)
#### Preparando y escribi endo resul tados
#Ht#H###H# Errores Estinmadores
#H###  ECM
RE<-matri x(nr=Il en. beta, nc=13)
Denom nador<-M ECM , 1]/ B
for(i in 1:13) RE[,i]<-(MECM,i]/B)/Denomn nador
A Sesgos Absol ut os
RBa<-matri x(nr=Il en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBa[,i]<-Mses[,i]/(B*vector. Qy)
#H#### Sesgos rel ativos
RBr<-matri x(nr=l en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBr[,i]<-100*M sesRe[,i]/(B*vector. Q) # En tanto por ciento.
#H#H#HE RRVOE:
RRVBE<- mat ri x(nr=I en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RRVBE[,i]<-sqrt(MECM,i]/B)/vector.Qy
for (i in 1l:1en.beta)

{

| i nea<-paste(n, vector.Q[i], Denom nador[i], sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, REi,j],sep="\t")

for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, RBa[i,j],sep="\t")

for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, RBr[i,j],sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RRVSE[i,j],sep="\t")
wite(linea,file=QutErroreskEst TXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea,file=QutErroresEst XLS[i], ncolums=1, append=T)

#H#### Errores Varianzas y Coverage
#H##  ECM
RE. var <-matri x(nr=Il en. beta, nc=13)
Denom nador.var<-M ECM var[, 1]/B
for(i in 1:13) RE var[,i]<-(MECMvar[,i]/B)/Denom nador. var
#HHH Sesgos Absol ut os
RBa. var <-matri x(nr=l en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBa.var[,i]<-Mses.var[,i]/(B*Matriz. Varianzas.ver[,i])
#### Sesgos rel ativos
RBr . var<-matrix(nr=len. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBr.var[,i]<-100*M sesRe.var[,i]/(B*Matriz.Varianzas.ver[,i])
#### RRVBE:
RRVSE. var <-mat ri x(nr=I en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RRMSE var[,i]<-sqrt(MECMvar[,i]/B)/Matriz.Varianzas.ver[,i]

Cove<-100*( 1/ B) *Cover age

I en.Int.Boot<- (1/B)*len.Int.Boot
#H####H## Errores Varianzas y Coverage (COn Formulas y fy.ver)
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#H##H#  ECM
RE. var.ver<-matrix(nr=Ilen. beta, nc=13)
Denomi nador . var.ver<-M ECM var . ver[,1]/B
for(i in 1:13) RE var.ver[,i]<-(MECMvar.ver[,i]/B)/Denom nador. var.ver
A Sesgos Absol ut os
RBa. var.ver<-matrix(nr=l en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBa.var.ver[,i]<-
M ses.var.ver[,i]/(B*Matri z. Vari anzas.ver[,i])
##### Sesgos rel ativos
RBr . var.ver<-matrix(nr=len. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBr.var.ver[,i]<-
100*M sesRe.var.ver[,i]/(B*Matriz. Vari anzas.ver[,i])
#H#H#HE RRVOE:
RRVSE. var . ver<-mat ri x(nr=I en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RRMSE.var.ver[,i]<-
sqrt (M ECM var.ver[,i]/B)/Matriz. Varianzas.ver[,i]

Cove. ver <-100*( 1/ B) *Cover age. ver
len.Int.ver<- (1/B)*len.Int.ver
#H##H## Errores Varianzas y Coverage (COn Fornulas y fy.est)
#H###  ECM
RE. var. est<-matri x(nr=Ilen. beta, nc=13)
Denomi nador . var.est<-M ECM var.est[,1]/B
for(i in 1:13) RE var.est[,i]<-(MECMvar.est[,i]/B)/Denom nador. var. est
HHHH Sesgos Absol ut os
RBa. var . est<-matri x(nr=l en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBa.var.est[,i]<-Mses.var.est[,i]/(B*Matriz. Varianzas.ver[,i])
#### Sesgos rel ativos
RBr . var.est<-matrix(nr=len. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RBr.var.est[,i]<-
100*M sesRe.var.est[,i]/(B*Matriz. Vari anzas.ver[,i])
#H#H#HE RRVOE:
RRVSE. var . est<-mat ri x(nr=I en. beta, nc=13)
for(i in 1:13) RRMSE.var.est[,i]<-
sqrt (M ECM var.est[,i]/B)/Matriz.Varianzas.ver[,i]

Cove. est <-100*( 1/ B) *Cover age. est
len.Int.est<- (1/B)*len.Int.est
for (i in 1:1en.beta)

{
| i nea<-paste(n, vector.Ql[i], Denom nador.var[i], sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, REvar[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RBa.var[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RBr.var[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, RRVSE.var[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, Cove[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, len.Int.Boot[i,j],sep="\t")

wite(linea, file=QutErroresVarTXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea, file=QutErroresVarXLS[i], ncolums=1, append=T)
| i nea<-paste(n, vector.Q[i], Denom nador.var.ver[i], sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RE. var.ver[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, RBa.var.ver[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, RBr.var.ver[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RRVSE. var.ver[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) [linea<-paste(linea, Cove.ver[i,j],sep="\t")

for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, len.Int.ver[i,j],sep="\t")

wite(linea,file=QutErroresVarVerTXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea,file=QutErroresVarVerXLS[i], ncolums=1, append=T)
| i nea<-paste(n, vector.QJ[i], Denom nador.var.est[i], sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RE. var.est[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, RBa.var.est[i,j],sep="\t")
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for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, RBr.var.est[i,j],sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, RRVSE. var.est[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, Cove.est[i,j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, len.Int.est[i,j],sep="\t")

wite(linea,file=QutErroresVarEst TXT[i], ncolums=1, append=T)
wite(linea, file=QutErroresVarEst XLS[i], ncolums=1, append=T)

}
###### Estudi o Conjunto: AVRB, AVRRE, AVRRMVSE, AVCover age
| engt h(vector. betal)->l en. betal
# Paso 1: Restringirnos a los indices que conponen este estudio
# Esti madores
RE.C <-RE[1:len.betal,]
RBa. C <-RBa[ 1: 1 en. betal, ]
RBr.C <-RBr[1:1en.betal,]
RRVBE. C<- RRVBE[ 1: | en. bet al, ]
# Varianzas Bootstrap
RE.var.C <-RE. var[1l:len.betal,]
RBa. var.C <-RBa.var[1l:]len. betal,]
RBr.var.C <-RBr.var[1l:]len. betal,]
RRVSE. var . C<- RRMBE. var [ 1: | en. bet al, ]

Cove.C <- Cove[1l:len.betal,]
Len.C.Boot <- len.Int.Boot[1:]en.betal,]

# Varianzas con Fornulas y fy.ver
RE.var.C. ver <-RE var.ver[1l:len.betal,]
RBa. var. C. ver <-RBa.var.ver[1l:len.betal,]
RBr.var.C ver <-RBr.var.ver[1l:len.betal,]
RRVSE. var . C. ver <- RRMBE. var . ver[1: | en. bet al, ]

Cove. C.ver <- Cove.ver[1l:len.betal,]
Len.C.ver <- len.Int.ver[1:]en.betal,]

# Varanzas con Formulas y fy. est
RE.var.C. est <-RE var.est[1l:]en.betal,]
RBa. var. C. est <-RBa.var.est[1l:]len.betal,]
RBr.var.C est <-RBr.var.est[1l:]len.betal,]
RRVSE. var . C. est <- RRMBE. var. est[1: | en. bet al, ]

Cove. C.est <- Cove.est[1:len.betal,]
Len.C. est <- len.Int.est[1:]en.betal,]
# Paso 2: Creacion de | os nuevos vectores
# Estinadores

AVRRE<- vector (| en=13)

AVRBa<- vector (Il en=13)

AVRBr <- vector (| en=13)

AVRRMSE<- vector (| en=13)

# Varianzas Bootstrap

AVRRE. var <- vector (| en=13)

AVRBa. var <- vector (| en=13)

AVRBr . var<- vector (|l en=13)
AVRRMSE. var <- vector (| en=13)

AVCover age<- vector (|l en=13)
AVLen. Boot <- vector (|l en=13)

# Varianzas con fornulas y fy.ver
AVRRE. var . ver<- vector(len=13)
AVRBa. var . ver<- vector(len=13)
AVRBr . var.ver<- vector(len=13)
AVRRMSE. var . ver<- vector (|l en=13)

AVCover age. ver<- vector (|l en=13)
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AVLen. ver<- vector (|l en=13)

# Varianzas con fornulas y fy.est
AVRRE. var . est<- vector (| en=13)
AVRBa. var . est<- vector (Il en=13)
AVRBr . var. est<- vector(len=13)
AVRRMSE. var . est <- vector (|l en=13)

AVCover age. est <- vector (| en=13)
AVLen. est <- vector (| en=13)

# Paso 3. Rellenanpbs | os vectores
for (j in 1:13)

# Esti madores
AVRRE[ j]<-sqrt( nean(RE. C[,j]) )
AVRBa[j]<-nmean(RBa.(,j])
AVRBr[j]<-nmean( abs(RBr.C,j]) )
AVRRVBE[ j ] <-nean(RRVBE. ([, j ])

# Varianzas Bootstrap
AVRRE. var[j]<-sqgrt( nmean(RE. var.C,j]) )
AVRBa. var[j]<-nean(RBa.var.(,j])
AVRBr.var[j]<- mean( abs( RBr.var.(,j] ) )
AVRRMBE. var [j ] <-mean(RRVSE. var. ([ ,j])

AVCoverage[j]<- nean(Cove.(,j])

AVLen. Boot [j ] <- mean(Len. C. Boot[,j])

# Varianzas Formulas y fy.ver

AVRRE. var.ver[j]<-sqrt( nmean(RE. var.C ver[,j]) )
AVRBa. var.ver[j]<-nmean(RBa.var.C ver[,j])
AVRBr.var.ver[j]<- nean( abs( RBr.var.C ver[,j] ) )
AVRRMSE. var . ver[j] <-nmean( RRVBE. var. C. ver[,j])

AVCover age. ver[j]<- mean(Cove.C. ver[,j])
AVLen.ver[j]<- mean(Len.C ver[,j])

# Varianzas Formulas y fy. est
AVRRE. var.est[j]<-sqrt( nmean(RE. var.C. est[,j]) )
AVRBa. var . est[j] <-nean(RBa.var.C. est[,j])
AVRBr . var.est[j]<- mean( abs( RBr.var.C.est[,j] ) )
AVRRVBE. var . est [j ] <- mean( RRVBE. var. C.est[,j])

AVCover age. est[j]<- nmean(Cove.C. est[,j])
AVLen. est[j]<- mean(Len.C. est[,j])

### Paso 4: Escribinos resultados

### De esti madores
| i nea<-paste(n, sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, AVRRE[j], sep="\t")
for (j in 1:13) Ilinea<-paste(linea, AVRBa[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBr[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRVSE[j], sep="\t")
write(linea,file=QutErroresAVest TXT, ncol ums=1, append=T)
write(linea,file=QutErroresAVvest XLS, ncol ums=1, append=T)

### De varianzas Bootstrap
| i nea<-paste(n, sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRE.var[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBa.var[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBr.var[j],sep="\t")
for (j in 1:13) |inea<-paste(linea, AVRRVBE.var[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVCoverage[j],sep="\t")
for (j in 1:13) |inea<-paste(linea, AVLen.Boot[j],sep="\t")
wite(linea,file=QutErroresAwar TXT, ncolums=1, append=T)
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write(linea,file=QutErroresAWarXLS, ncol ums=1, append=T)
### De varianzas Formula y fy.ver
| i nea<-paste(n, sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRE var.ver[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBa.var.ver[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBr.var.ver[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRVBE.var.ver[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVCoverage.ver[j],sep="\t")
for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, AVLen.ver[j],sep="\t")

wite(linea,file=QutErroresAwar Ver TXT, ncol ums=1, append=T)

wite(linea,file=QutErroresAwar Ver XLS, ncol ums=1, append=T)
### De varianzas Formula y fy. est

| i nea<-paste(n, sep="\t")

for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRE var.est[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBa.var.est[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRBr.var.est[j],sep="\t")
for (j in 1:13) linea<-paste(linea, AVRRVBE var.est[j],sep="\t")
for (j in 1:13) |Ilinea<-paste(linea, AVCoverage.est[j],sep="\t")
for (j in 1:13) |linea<-paste(linea, AVLen.est[j],sep="\t")

write(linea,file=QutErroresAWwar Est TXT, ncol ums=1, append=T)
write(linea,file=QutErroresAWwar Est XLS, ncol ums=1, append=T)
### EJEMPLOS
simul a. Quanti | es. MA. Boot st r ap( Nonbr eP=c(" Fanil500"), B=50, y=Fanl500[, 1],
x=Faml500[, 2], n=100, vector.betal=seq(0.1, 0.9, by=0.2),
vect or. bet a2=c(0. 25,0.75) )
simul a. Quanti | es. MA. Boot st r ap( Nonbr eP=c(" Ecpf 1997Tri mLN9000"), B=500,
y=Ecpf 1997Tri nLN90OO[, 1], x=Ecpf1997Tri mLN90OO[, 2], n=100,
vector. betal=c(0.5), vector.beta2=c() )
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